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QUESTIONS AU CONCOURS. 



i'' On demande des recherches nouvelles sur des combinaisons renfer- 
mant le noyau C„ — CgHs. 

2* Des foyers à gaz au point de vue hygiénique. 

5^ Donner une théorie rigoureuse de la différenliation sous le signe 
dans les intégrales définies, en assignant les conditions précises qui 
limitent l'application de la règle de Leibnitz, principalement dans le cas 
de limites infinies ou de fonctions passant par l'infini. Faire Cappli" 
cation de ces principes à quelques intégrales définies célèbres. 

i"" Étudier la fixation de l'azote par le sol et par la plante, au 
point de vue biologique et agricole. 

Le i *' octobre 1 891 est la date de rigueur pour Tenvoi des mémoires 
au secrétariat. 
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PREMIÈRE PARTIE 



DOCUMENTS ET COMPTES RENDUS 



STATUTS 

Article 1"'. — Il est constitué à Bruxelles une association qui 
prend le nom de Société scientifique de Bruxelles, avec la devise : 
« Nulla unquam inter fidem et rationem vera dissensio esse 
potest (*). » 

Art. 2. — Cette association se propose de favoriser, confor- 
mément à Fesprit de sa devise, Tavancement et la diffusion des 
sciences. 

Art. 3. — Elle publiera annuellement le compte rendu de 
ses réunions, les travaux présentés par ses membres, et des rap- 
ports sommaires sur les progrés accomplis dans chaque branche. 

Elle tâchera de rendre possible la publication d'une revue des- 
tinée a la vulgarisation (^). 

Art. i. — Elle se compose d'un nombre illimité de membres, 
et fait appel à tous ceux qui reconnaissent l'importance d'une 
culture scientifique sérieuse pour le bien de la société. 



(*) Const de Fid. cath^ c. IV. 

(*; Depuis le mois de janvier i8T7, cette reyue parait, par liyraisons trimestrielles, sous 
le titre de Revue des questions scientifiques. Elle forme chaque année deux Yoluines in-8o 
de 700 pages. Prix de l'abonnement : âO francs par an pour tous les pays de l'Union pos- 
tale. Les membres de la Société scientifique ont droit à une réduction de 25 pour cent. 
XIII. a 
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Art. 5. — Elle est dirigée par un Coiiseil de vingt membresi 
élus annuellement dans son sein. Le Président, les Vice-Prési- 
dents, le Secrétaire et le Trésorier font partie de ce Conseil. 
Parmi les membres du Bureau, le Secrétaire et le Trésorier sont 
seuls rééligibles. 

Art. 6. — Pour être admis dans l'association, il faut être 
présenté par deux membres. La demande, signée par ceux-ci, est 
adressée au Président, qui la soumet au Conseil. L'admission 
n est prononcée qu'à la majorité des deux tiers des voix. 

L'exclusion d'un membre ne pourra être prononcée que pour 
des motifs graves et à la majorité des deux tiers des membres du 
Conseil. 

Art. 7. — Les membres qui souscrivent, à une époque quel- 
conque, une ou plusieurs parts du capital social, sont membres 
fondateurs. Ces parts sont de 500 francs. Les membres ordinaires 
versent une cotisation annuelle de 1 5 francs, qui peut toujours être 
rachetée par une somme de 150 francs, versée une fois pour toutes. 

Le Conseil peut nommer des membres honoraires parmi les 
savants étrangers à la Belgique. 

Les noms des membres fondateurs figurent en tète des listes 
par ordre d'inscription, et ces membres reçoivent autant d'exem- 
plaires des publications annuelles qu'ils ont souscrit de parts du 
capital social. Les membres ordinaires et les membres honoraires 
reçoivent un exemplaire de ces publications. 

Tous les membres ont le même droit de vote dans les Assem- 
blées générales. 

Art. 8. — Chaque année, il y a trois sessions. La principale 
se tiendra dans la quinzaine qui suit la fête de Pâques, et pourra 
durer quatre jours. Le public y sera admis sur la présentation 
de cartes. On y lit les rapports annuels, et l'on y nomme le 
Bureau et le Conseil pour l'année suivante. 

Les deux autres sessions se tiendront en octobre et en janvier. 

Elles pourront durer deux jours, et auront pour objet princi- 
pal de préparer la session de Pâques. 
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Art. 9. — Lorsqu'une résolution , prise dans l'Assemblée 
générale y n'aura pas été délibérée en présence du tiers des 
membres de la Société, le Conseil aura la faculté d'ajourner la 
décision jusqu'à la prochaine session de Pâques. La décision sera 
alors définitive, quel que soit le nombre des membres présents. 

Art. 10. — La Société ne permettra jamais qu'il se produise 
dans son sein aucune attaque, même courtoise, à la religion 
catholique, ou à la philosophie spiritualiste et religieuse. 

Art. 11. — Dans les sessions, la Société se répartit en cinq 
sections : l. Sciences mathématiques ^ IL Sciences physiques^ 
IlL Sciences naturelles^ IV. Sciences médicaleSy V. Sciences éco- 
nomiques. 

Tout membre de l'association choisit chaque année la section 
è laquelle il désire appartenir. Il a le droit de prendre part aux 
travaux des autres sections avec voix consultative. 

Art. 12. — La session comprend des séances générales et les 
séances de section. 

Art. 13. — Le Conseil représente l'association. Il a tout pou- 
voir pour gérer et administrer les affaires sociales. Il place en 
rentes sur l'État ou en valeurs garanties par l'État les fonds qui 
constituent le capital social. 

11 fait tous les règlements d'ordre inlérieur que peut nécessiter 
l'exécution des statuts, sauf le droit de contrôle de l'Assemblée 
générale. 

Il délibère, sauf les cas prévus à l'arlicle 6, à la majorité des 
membres présents.Néanmoins, aucune résolution ne sera valable 
qu'autant qu'elle aura été délibérée en présence du tiers au moins 
des membres du Conseil dûment convoqué. 

Art. 14. — Tous les actes, reçus et décharges sont signés 
par le Trésorier et un membre du Conseil, délégué à cet effet. 

Art. 15. — Le Conseil dresse annuellement le budget des 
dépenses de l'association et présente dans la session de Pâques le 
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compte détaillé des recettes et dépenses de Texercice écoulé. 
L'approbation de ces comptes, après examen de TAssemblée, lui 
donne décharge. 

Art. 16. — Les statuts ne pourront être modifiés que sur la 
proposition du Conseil, à la majorité des deux tiers des membres 
votants, et dans l'Assemblée générale de la session de Pâques. 

Les modifications ne pourront être soumises au vote qu'après 
avoir été proposées dans une des sessions précédentes. Elles 
devront figurer à Tordre du jour dans les convocations adressées 
à tous les membres de la Société. 

Art. 17. — La devise et l'article 10 ne pourront jamais être 
modifiés. 

En cas de dissolution, l'Assemblée générale, convoquée extra- 
ordinairement, statuera sur la destination des biens appartenant 
à l'association. Cette destination devra être conforme au but 
indiqué dans l'article 2. 
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REGLEMENT 

ABRÊTÉ PAR LE CONSEIL POUR L'ENCOURAGEMENT DBS RECHERCHES SCIENTITIQUES. 



1. — Le Conseil de la Société scientifique de Bruxelles a 
résolu d'instituer des concours et d*accorder des subsides pour 
encourager les recherches scientifiques. 

2. — A cet objet seront consacrés : 

l"" Le revenu du bénéfice acquis à la Société jusqu'à la ses- 
sion de Pâques 1879; 

2® La moitié du bénéfice acquis pendant rexercicequi précède 
Texercice courant. 

3. — Chaque année, Tune des sections désignera une question 
à mettre au concours. L'ordre dans lequel les sections feront cette 
désignation sera déterminé par le sort. Toute question, pour être 
posée, devra être approuvée par le Conseil, qui donnera aux 
questions la publicité convenable. 

4. — Les questions auxquelles il n'aura pas été répondu 
d'une manière satisfaisante resteront au concours. Le Conseil 
pourra cependant inviter les sections compétentes à les rempla- 
cer par d'autres. 

5^ — Aucun prix ne pourra être inférieur à 500 francs. Une 
médaille sera en outre remise à Fauteur du mémoire couronné. 

6. — Ces concours ne seront ouverts qu'aux membres de la 
Société. 
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7. — Ne sont admis que les ouvrages et les planches manu- 
scrits. 

8. — Le choix de la langue dans laquelle seront rédigés les 
mémoires est libre. Ils seront, s'il y a lieu, traduits aux frais de 
la Société; la publication n*aura lieu qu'en français. 

9. — Les auteurs ne mettront pas leur nom à ces mémoires, 
mais seulement une devise qu'ils répéteront dans un billet 
cacheté renfermant leur nom et leur adresse. 

10. — Les jurys des concours seront composés de trois mem- 
bres présentés par la section compétente et nommés par le Con- 
seil. 

11. — Les prix seront décernés par le Conseil sur le rapport 
des jurys. 

12. — Toute décision du Conseil ou des sections relative aux 
prix sera prise au scrutin secret et à la majorité absolue des suf- 
frages. 

13. — La Société n'a l'obligation de publier aucun travail cou- 
ronné; les manuscrits de tous les travaux présentés au concours 
restent la propriété de la Société. En cas de publication, cent 
exemplaires seront remis gratuitement aux auteurs. 

14. — Les résultats des concours seront proclamés et les 
médailles remises dans Tune des assemblées générales de la ses- 
sion de Pâques. Les rapports des jurys devront être remis au 
Conseil six semaines avant cette session. Le 1*' octobre de l'an- 
née précédente est la date de rigueur pour l'envoi des mémoires 
au secrétariat. 

15. — Pour être admis à demander un subside, il faut être 
membre de la Société depuis un an au moins. 
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16. — Le membre qui demandera un subside devra faire con- 
naître par écrit le but précis de ses travaux, au moins d*une 
manière générale; il sera tenu, dans les six mois de Tallocation 
du subside,de présenter au Conseil un rapport écrit sur les résul- 
tats de ses recherches, quel qu'en ait été le succès. 

17. — Le Conseil, après avoir pris connaissance des diverses 
demandes de subsides, à TefFet d'en apprécier Timportance rela- 
tive, statuera au scrutin secret. 

18. — Les résultats des recherches favorisées par les subsides 
de la Société devront lui être présentés, pour être publiés dans 
ses Annales s'il y a lieu. 

Note. ~ Le tirage au sort, ordonné par I*article 3, a rangé les sections dans 
Tordre suivant : 2% 4«, 3«, 5« et l'*. . 



Digitized by 



Google 



LETTRE 



S. s. LE PAPE LÉON XIII 

AU PRÉSIDENT ET AUX MEMBRES 
DE LA SOCIÉTÉ SCIENTIFIQUE DE BRUXELLES. 



Ditectis Filiis Praesidi ac Membris Societatis Scieniificae 
Bruxellis constitutae. 

LEO PP. XllI. 

DiLECTI FiLII, SALUTEM ET APOSTOLICAM BENEDIGTIONEM. 

Gratae Nobis adveiierunt litterae vestrae una cura Annalibus et 
Quaestionibus a vobis editis, quas ki obsequentissimum ei^a Nos et 
Âpostolicam Sedem pietatis testimoniiim obtulistis. Libenter sane 
agnovimus Societatem vestrain quae a scientiis sibi nomen fecit, et 
quae tribus tantum abhinc annis laetis auspiciis ac lesu Chrîsti 
Vicarii benedictione Bruxellis constituta est, magnum iam incremen- 
tum cepisse, et uberes fructus polliceri. Profecto cum infensissimi 
relligionis ac veritatis hostes nunquam désistant, imo magis magisque 
studeant dissidium rationem inter ac fidera propugnare, opportunum 
est ut praestantes scientia ac pietate viri ubique exurgant, qui Eccle- 
siae doctrinis ac docuraentis ex animo obsequentes, in id contendant, 
ut demonstrent nullam unquam inter (idem et rationem veram dis- 
sensionem esse posse; quemadmodum Sacrosancta Vaticana Synodus, 
constantem Ecclesiae et Sanctorum Patrum doctrinam aiErmans, 
declaravit Gonstitutione IV' de fide catholica. Quapropter gratula- 
mur quod Societas vestra hune primo finera sibi proposuerit,itemque 
in statutis legera dederit, ne quid a sociis contra sanam christianae 
philosophiae doctrinam committatur; simulque omnes hortamur ut 
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nonquam de egregio eiusmodi laudis tramite deflectant, atque ut 
loto animi nisu praestitutum Societatis finem praeclaris exemplis ac 
scriptis editis continuo assequi adnitaotur. Deum autem Optimum 
Maximum precamur, ut vos omnes caelestibus praesidiis confirmet 
ac muniat: quorum auspicem et Nostrae in vos benevolentiae pignus, 
Âpostolicam beuedictionem vobis, dilecti filiî^ et Societati vestrae ex 
animo impertimur. 

Datum Romaéapud S. Petrum die 15. lanuarii 1879. Pontifieatus 

Nostri Adoo Primo. 

Lio p. P. XIII. 



A nos chers fils te Président et tes Membres de ta Société 
scientifique de Bruxettes. 

LÉON XIII, PAPE. 

Chers fils, salut et BéfrÉDicriON apostolique. 

Votre lettre Nous a été agréable, ainsi que les Annales et les Ques- 
tions publiées par vous et offertes en témoignage de votre piété 
respectueuse envers Nous et le Siège apostolique. Nous avons vu 
réellement avec plaisir que votre Société, qui a adopté le nom de 
Société scientifique, et s'est constituée à Bruxelles, depuis trois ans 
seulement, sous d'heureux auspices avec la bénédiction du Vicaire 
de Jésus-Christ, a déjà pris un grand développement et promet des 
fruits abondants. Certes, puisque les ennemis acharnés de la religion 
et de la vérité ne se lassent point et s obstinent même de plus en 
plus à proclamer l'opposition entre la raison et la foi, il est opportun 
que partout surgissent des hommes distingués par la science et la 
piété, qui, attachés de cœur aux doctrines et aux enseignements de 
l'Église, s'appliquent à démontrer qu'it ne peut jamais exister de 
désaccord réet entre ta foi et ta raison, comme l'a déclaré, dans la 
Constitution IV de fide cathotica, le saint concile du Vatican affirmant 
la doctrine constante de FÉglise et des saints Pères. C'est pourquoi 
Nous félicitons votre Société de ce qu'elle s est d'abord proposé cette 
fin, et aussi de ce qu'elle a mis dans les Statuts un article défendant 
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à ses membres toute attaque aux saines doctrines de la philosophie 
chrétienne; et en même temps Nous les exhortons tous à ne jamais 
s*écarter de la vole excellente qui leur vaut un tel éloge, et h pour- 
suivre continuellement de tout l'effort de leur esprit l'objet assigné 
k la Société^ par d'éclatants exemples et par leurs publications. Nons 
prions Dieu très bon et très grand, qu'il vous soutienne tous et vous 
fortifie du céleste secours : en présage duquel, et comme gage de 
Notre bienveillance envers vous, Nous accordons du fond du cœur h 
vous, chers fils, et à votre Société la bénédiction apostolique. 

Donné à Rome, à Saint-Pierre, le 15 janvier 1879, l'an i de notre 
Pontificat. 

Léon XIII, Papb. 
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LISTES 



MEMBRES DE LA SOGifiTÉ SCIEl^TIFIQDE DE BRUXELLES 



Liste des membres fondateurs. 



S. E. le cardinal Dechamps (^), archevêque de. . Malines. 

François DB CANif ART d'Hamalb (1) Malines. 

Charles Dessain Malines. 

Jules YAN Havre (*) Anvers. 

Le chanoine Maes (') Bruges. 
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Le Ch*' de Schouthbetb de Tervarent .... Saint-Nicolas. 

Le Collège Saint-Michel Bruxelles. 

Le Collège Notre-Dame de la Paix Narour. 

Le duc d'Ursbl, sénateur (') Bruxelles. 

Le P** Gustave de Croy (') Le Rœulx. 

Le €"• DE T'Serclabs (*) Gand. 

Auguste DoHONT de Chassart (*) Mellet (Hainaut). 

Charles Hbrhite, membre de Tlnstitut .... Paris. 

L'École libre de riHHACULéE Conception .... Vaugirard -Paris. 

L'École libre Saleté-Geneviève Paris. 

Le Collège Saint-Servais Liège. 

Le C^ DE Bergetcr Bcveren-Waes. 



(«) Décédé. 
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L'Iustitot SAiNT-lcfTACB ÂDvers. 

Philippe GiLBBKT Louvain. 

Le R. P. Provincial de la Compagnie de Jésus en 

Belgique Bruxelles. 

Le Collège d*ÂLOST Alost. 

Le chanoine de Wouters Braine-le-Comte. 

Antoine d'Abbaoie, membre de Tlnstitut . . . Paris. 
S. £. le cardinal Haynald, archevêque de Kalocsa 

et Bhcs Kalocsa (HoDgrie). 

S. E. le cardinal Séraphin Vannotelli .... Rome. 

S. G. Mgr Du RoDSSAUx, évéque de Tournay. 

S. E. le cardinal GoossEns, archevêque de . . . Malincs. 

R. Bbdel Aix. 

S. G. Mgr Belin, évéque de Namur. 

Eugène Pecoer Bruxelles. 

S. G. Mgr Ferrata, archevêque de Thessalonique Rome. 

S. Exe. Mgr Nava di Bontifê, nonce apostolique Bruxelles. 



Lille des membres honoraires. 



Le P^'' B. BoNcoHPAGNi, de l'Académie pontificale 

des Nuovi Lincei Rome. 

Antoine d*Abbadie, membre de l'Institut . . . Paris. 

Charles Hermite, membre de l'Institut . . . . Paris. 

Le général Newton New- York, 

Le docteur Poerster Aix-la-Chapelle 

A. de Lapparent Paris. 

A. Béchasip Lille. 

Camille Jordan, membre de l'Institut .... Paris. 

WoLF, membre de l'Institut Paris. 

Haton de la GoupiLLiÊRE, membre de Tlnstitut . Paris. 

Le vice-amiral de Jonquiéres, membre de Tlnstitut. Paris. 

BoussiNESQ, membre de l'Institut Paris. 

L de BussY, membre de rinsti tut Paris. 
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Liste générale dei membrei de la Société scientifique 
de Bmxellei. 



d*Abbadib (Antoine), membre de Tlnstitut, 120, rue du Bac. — Paris; 

ou Abbadia par Hendaye (Basses-Pyrénées — France). 
ÂBBELOos (Mgr), docteur en théologie, recteur magnifique de FUniver- 

sité. — Louvain. 
d'Acy (E.]> 40, boulevard Malesherbes. — Paris. 
Adàh de Yakza (Ramon), ingénieur des mines. — Lequeilio (Viz- 

caya — Espagne). 
Alcolado, s. J. (R. P. Miguel), professeur d'analyse, Colegio de 

Estudios superiores. — Deusto (Bilbao — Espagne). 
Alexis, M. G. (Frère) , 27, rue Oudinot. — Paris. 
Alfagemb (José), catedrâtico de Fisica y Quimica en el Instituto. — 

Santiago (Espagne). 
ÂLLARD (François), industriel. — Chàtelineau. 
Almain-db Hase, ingénieur-architecte, 157, rue de la Loi. — Bruxelles. 
André (J.-B.), inspecteur au ministère des travaux publics, 93, ave- 
nue Brugmann. — Uccle. 
Argelin (Adrien), secrétaire perpétuel de l'Académie de Mâcon. — 

Chalon-sur-Saône (Saône-et-Loire — France). 
Arduin (abbé Alexis), à Aiguebelle, par Grignan (Drôme — France). 
Bagdbt (Charles), avocat, receveur de l'Université, 6, rue des Joyeuses- 
Entrées. — Louvain. 
Bâillon, 10-li, place de la Calandre. — Gand. 
Balaguer (Yicente), rector del Seminario Conciliar. — Huesca 

(Aragon. — Espagne). 
Barcia Caballero (Juan), catedrâtico de diseccion en la Universidad, 

Puerta de la Pena, iO. — Santiago (Espagne). 
Bardin (abbé Louis), professeur de géologie à la Faculté, 21, rue 

Braulr. — Angers (Maine-et-Loire — France). 
Di Bartolo (Canonico Salvatore), via délia Liberté, i. — Palermo 

(Sicile). 
Baule (Albert), lieutenant de vaisseau, 155, chemin de Magudas. 

— Caudéran, près Bordeaux (Gironde — France). 
Batbt (Adrien), 50, nouveau marché aux Grains. — Bruxelles 
Bayet (Ernest), 58, rue Joseph IL — Bruxelles. 
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Bbaucourt (abbé Léopold), curé des Écaussinnes d'Enghien. 

DE Beauffort (C^ Henri), 125, rue de Grenelle. — Paris; ou château 

de Bossuyt, par Âvelghem (Flandre-Occidentale). 
BéCHAHP, doyen de la Faculté catholique de médecine, 56, rue des 

Fossés. — Lille (Nord — France). 
Bbdel (abbé R.), prêtre de S'-Sulpice, directeur au Grand-Séminaire 

d*Aix (Bouches-du-Rhône — France). 
Belin (S. G. Mgr), évêque de Namur. 

Bellemans (Charles), comptable, 46, courte rue d'Argile. — Anvers. 
Belpairb (Théodore), directeur du service provincial, 18, rue des 

Sœurs-Noires. — Gand. 
DE Bergetck {0')i château de Beveren-Waes (Flandre-Orientale). 
Berlbur (Adolphe), ingénieur, 17, faubourg Saint-Laurent. — Liège. 
Bbrlingin (Melchior), directeur de Tusine de la Vieille-Montagne. — 

Penchot (Aveyron — France). 
Bertrand (Léon), 9, rue Crespel. — Bruxelles. 
Béthune-Eliaert (B"*"), sénateur, rue du Pont. — Alost. 
Béthune (Mgr Félix), rue d'Argent. — Bruges. 
BiCHOT (Abbé), professeur au Petit-Séminaire, 19, rue N.-D. des 

Champs. — Paris. 
Blondel (Alfred), ingénieur, 14, rue de la Magdeleine. — Tournay. 
Blondiaux (Auguste), h Morialmé (Namur). 
BLOT(abbé), 25, avenue de Messine. — Paris. 
DE LA Boëssiére-Thiennes (M"), 25, rue aux Laines. — Bruxelles; ou 

château de Lombise par Lens (Hainaut). 
BoNAiiis (Florimond), ingénieur. — Jambes (Namur). 
BoNCOHPAGNi (P" B.), de TAcadémie pontificale des Nuovi Lincei, 

palazzo Piombino, piazza Colonna. — Rome. 
BoRGiNON (Gustave), docteur en médecine, 58, rue Dupont. — Bruxelles. 
DE BoRMAN (Ch" Ernest), 56, rue de la Commune. — Saint-Josse-ten- 

Noode (Bruxelles). 
Bossu (abbé L.), professeur h T Univers! té, rue de Bériot. — Louvain. 
BouLAv (abbé), professeur aux Facultés catholiques, 127, boulevard 

Vauban. — Lille (Nord — France). 
BoDQUiLLON (abbé Th.), Catholic University of America. — 

Washington (Brookland, D. C. — États-Unis d'Amé- 
rique). 
BouRDEAU (Abel), médecin de bataillon de 1'* classe, École des Pupilles 

de Tarmée. — AIosl. 
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BouRGBAT (abbé), professeur aux Facultés catholiques, 15, rue Charles 
de IMuyssart. — Lille (Nord — France). 

fioussiNESQ, membre de Tlnstitut, i, rue Claude-Bernard. — Paris. 

DU Boys (Paul), ingénieur en chef des ponts et chaussées. — Ânnecj 
(H''-Savoie — France). 

Branli (Edouard), professeur h l'Institut catholique, 4â, avenue de 
Breteuil. — Paris. 

Brassine (J.-J.)) général commandant la 2' division d'infanterie. — 
Anvers. 

Breithof (N.), professeur h l'Université, rue de Bruxelles. — Louvain. 

Bribosia, docteur en médecine, membre de l'Académie royale de 
médecine , 16, rue Neuve. — Namur. 

BaocKHAN (Guillermo), hijo. — Pachuca (Estado de Hidalgo — 
Mexique). 

Bruvlants, professeur à TUniversité catholique, de l'Académie royale 
de médecine, rue de Malines. — Louvain. 

BuissERET (Anatole), préfet des études au Collège communal, 13, 
chaussée de Hal. — Nivelles. 

BuissERET (Joseph), professeur au Collège communal, 15, chaussée de 
Hal. — Nivelles. 

DE BussY (L.), membre de l'Institut, inspecteur général des construc- 
tions navales, 7, rue de Jouy. — Paris. 

Cahbier (Vital), industriel. — Morlanwelz (Hainaut). 

Canfyn (Albert), 5, place du Lion d'Or. — Gand ; ou Ëvergem près 
Gand. 

Cappellen (Guillaume), avocat, 4, place Marguerite. — Louvain. 

Cabnoy (Joseph), professeur à TUniversité, rue des Joyeuses-Entrées. 
— Louvain. 

Cartuyvels (Mgr), vice-recteur de l'Université. — Louvain. 

Cartdyvels (Jules), directeur au ministère de l'agriculture, 40, rue 
Brcydel. — Bruxelles. 

Casarés (Demetrio), farmaceutico. — Santiago (Galice — Espagne). 

Casarés (Firmino), en la Coruna (Espagne). 

CoARLiER (Ernest), docteur en médecine, 4, rue de la Cuiller. — 
Bruxelles. 

DU Chastel (C** Henri), 55, rue de Trêves. — Bruxelles. 

Chautakd, doyen de la Faculté catholique des sciences, 5, rue Saint- 
Martin. — Lille (Nord — France). 

Claes (Paul), 79, boulevard de Tirlemont. — Louvain. 
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Clasbn (abbë B.-L), curé doyen d'Echtcrnach (Grand-Duché de 
Luxembourg). 

CoGBLs (J.-B.-Henrî), 58, longue rue de l*Hôpital. — Anvers. 

Collantes (Pedro), licenciado, ealle del Esclavo, n* 10. — Mexico 
(Mexique). 

Collantes (Dr. Juan de Dios), calle de las Moras, n* 18. — Mexico 
(Mexique). 

Collège d*âlost, 13» rue de Bruxelles. — Alost. 

Collège Notkb-Dahb de la Paix. — Namur. 

Collège Saint-Michel. — Bruxelles. 

Collège Saint-Servais. — Liège. 

CooLs (Auguste), ingénieur. — Lierre. 

CoppiETERs DE Stockhove (abbé Ch.), vicaire à Sainte- Walburge. — 
Bruges. 

DE CoRswARBM (Ch*' AdHcn), avocat. — Hasselt. 

Cousin (L.), professeur à l'Université, conseiller technique du gou- 
vernement chilien, 95, calle Santo Domingo. — San- 
tiago (Chili). 

Cranincx (Oscar), 41, rue de la Loi. — Bruxelles. 

Cranincx (P.-J.-E.), professeur h l'Université, membre de TAcadémie 
royale de médecine. — Louvain. 

DE Croy (P** Juste), 55, rue de la Loi. — Bruxelles; ou Le Rœulx. 

CuYLiTs (Jean), docteur en médecine, 44, boulevard de Waterloo. — 
Bruxelles. 

Davignon (Julien), 55, avenue de la Toison -d'Or. — Bruxelles. 

De Baets (Herman), 16, rue du Bélier. — Gand. 

Debaisieux, professeur à l'Université. — Louvain. 

De Becker (abbé Jules), professeur k l'Université, 110, rue de Namur. 
— Louvain. 

De Bloo (Julien), ingénieur, 89, boulevard Frère-Orban. — Gand. 

De Brouwer (abbé), supérieur du Petit-Séminaire. — Roulers. 

De Bruyn (Jules), 171, chaussée de Wavre. — Bruxelles. 

De Decker (Eugène), membre de la Chambre des Représentants, 
54, rue de Vénus. — Anvers. 

De Grebf, s. J. (R. P. Henri), 11, rue des Récollets. — Louvain. 

De Jaer (Camille), avocat, 56, boulevard de Waterloo. — Bruxelles. 

De Jaer (Jules), ingénieur des mines, Vieux-Marché-aux-Bétes. — 
Mons. 

De Lantsheere (Léon), avocat, 210, rue du Trône. — Bruxelles. 
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Dblattrb, s. J. (R. p.), 11, rue des Hécollets; — Louvaîn. 

DELBBECQDE-VERGAUweN, 12, Fue aux Draps. — Gand. 

bB Lbyn (chaii. A.), 52, rue du Marécage. — Bruges. 

De Lorge (abbë J.), professeur au Séminaire. — Roulers. 

Delsaulx, s. j. (R. p.), docteur en sciences physiques et mathéma- 
tiques, Collège N.-D. de la Paix. — Namur. 

Delvigne (chan. Adolphe), curé de Saint-Josse-lcn-Noode, 14, rue 
de la Pacification. — Bruxelles. 

Dbmanet (abbé), professeur au Collège de Bellcvue. — Dinant. 

De Meester (Augustin), propriétaire. — Saint-Nicolas. 

DfiPLoiGE (Simon), docteur en droit. — Tongres. 

De Prêter (Herman), ingénieur, 28, boulevard du Jardin Botanique. 

— Bruxelles. 

De Prins, place du Peuple. — Louvain. 

Descamps (abbé A. J.), inspecteur des Écoles du canton de Mons, 
curé d*Harmignies (Hainaut). 

DESt>LATs (docteur), professeur aux Facultés catholiques, 52, boule- 
vard Vauban. — Lille (Nord — France). 

Dbssaui (Charles), libraire-éditeur, rue de la Blanchisserie. — 
Malines. 

Dbtierre (abbé), aumônier de TÉcole militaire, 170, rue delà Loi. 

— Bruxelles. 

De TiLLY (colonel J.), de TAcadémie royale de Belgique, commandant 
de rÉcole militaire. — Bruxelles. 

Dewalque (François), professeur à l'Université, 26, rue des Joyeuses- 
Entrées. — Louvain. 

Dewalque (Gustave), professeur à TUniversité, membre de l'Académie 
royale de Belgique, 17, rue de la Paix. — Liège. 

DiERCKX (P.), membre de la Chambre des Représentants. — Turnhout. 

DiNCQ-JoRDAN, ingénieur et industriel, Pont-Canal, Jemappes (par 
Mons-Station). 

DoHET (Ferdinand), avocat, membre de la Chambre des Représentants, 
place S'-Aobin. — Namur. 

DoLLO (Louis), aide-naturaliste au Musée d'histoire naturelle de Bel- 
gique, 69, rue du Cornet. — Etterbeek (Bruxelles). 

DB DoRLODOT (Sylvain), château de Floriffoux, par Floreffe (Namur). 

DE DoRLODOT (H.), doctcur en théologie, professeur au Grand-Sémi- 
nairc. — Namur. 

DuGNiOLLB (Max), professeur i TUniversité, 57, Coupure. — Gand. 
XIII. b 
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DuMONT (Achille), docteur en médecine, 77, chaussée de Charleroi. — 

Bruxelles. 
DoMONT (André), professeur à l'Université, 13, rue de la Laie. — 

Louvain. 
Durant (Henri), inspecteur-général des charbonnages patronnés par 

la Société générale, 3, Montagne du Parc. — Bruxelles. 
Do RoussAUx (S. G. Mgr), évéque de Tournay. 
DusAUSOY (Clément), professeur à TAthénée royal, 1 17, chaussée de 

Court rai. — Gand. 
DuTORDOiR (Hector), sous-ingénieur, provincial, 311, boulevard du 

Château. — Gand. 
École libre Sainte-Geneviève, rue Lhomond. — Paris. 
École libre de L'IuMACULéE-CoNCEPTiON. — Vaugirard, Paris. 
DE l'Escaille (Joseph), ingénieur. — Hamont, parNeerpelt(Limbourg). 
Eynaud, ingénieur de la marine,directeur des constructions navales. 

— Lorient (Morbihan — France). 
Faucon (A.), docteur en médecine. — Le Rœulx. 
Fauvkl (Albert A.), 15, avenue de Breteuil. — Paris. 

Fauvel (Emmanuel), contrôleur des contributions directes, 6, rue du 

Château. — Saint-Lô (Manche — France). 
Feijeiro (Maximiiio), catedràlico de Patologia y Clinica en la Univer- 

sidad. — Santiago (Espagne). 
Félicien (Monsieur), supérieur-général des Joséphites. — Grammont. 
Feliù y PEREz(Bartolomé), profesoren la Universidad,callc delBruch, 

31. — Barcelona (Espagne). 
Fernandez Sancbez (José), catedrâtico de Historia universal en la 

Universidad. — Santiago (Galice — Espagne). 
Ferrand de MissoL (Amédéc), 40, boulevard Montparnasse. — 

Paris. 
Ferrata (S. G. Mgr), archevêque de Thessalonique, ancien nonce du 

S. Siège en Belgique, palazzo Ballestra, place des 

SS. Apôtres. — Rome. 
FiTA Y Colomé, s. J. (R. p. Fidel), calle del Lobo, 34, pral. - Madrid 

(Espagne). 
Floren (Gustave), 15, Sydney street. — Londres. 
Foerster (l)'), professeur d'histoire naturelle. — Aix-la-Chapelle. 
Fontaine (Théodore), professeur à l'Université, 14, rue des Orphelins. 

— Louvain. 

FouNi (C" Paul). — Bozcn (Tyrol — Autriche). 
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DB FoviLLB (abbë)y professeur a TUniversitë. — Montréal (Canada). 
François, S. J. (R. P. Alexis), professeur au Collège de la Paix, rue 

de Bruxelles. — Namur. 
Francottb (Xavier), docteur en médecine, professeur à l'Université, 

15, quai de l'Industrie. — Liège. 
Gallbz (Louis), docteur en médecine, membre de l'Académie royale 

de médecine. — Châtelet. 
DB Garcia de la Vbga (B**" Victor), docteur en droit, 57, rue du Luxem- 
bourg. — Bruxelles. 
GADTmER-ViLi.ARS, 55, quai des Grands-Auguslins. — Paris. 
Gautier (chanoine), 79, rue Notre-Dame. — Malines. 
Gelin (abbé), professeur au collège Saint-Quirin. — Huy. 
George, S. J. (R. P. Charles), 14, rue des Ursulines. — Bruxelles. 
DE Gerlachb (Paul), gouverneur de la province de Luxembourg. ~ 

Arlon. 
Gerste, s. j. (R. P.), sacristia de las Capuchinas, 5. — Puebla 

(Mexique). 
Gilbert (Jules), industriel. — Givet (Ardennes — France). 
Gilbert (Ph.), professeur à l'Université, de l'Académie pontificale des 

Nuovi Lincei, membre correspondant de l'Institut, 

20, rue Notre-Dame. — Louvain. 
GoEDSEELS (Edouard), lieutenant, répétiteur à l'École militaire, 

48, avenue de l'Hippodrome. — Ixelles. 
Goix (Alph.), docteur en médecine, 40, rue de Joinville. — Paris. 
GoossEifs (S. E. le cardinal), archevêque de Malines. 
GoRis (Charles), docteur en médecine, 143, rue Royale. — Bruxelles. 
DE Granada (S. Exe. Mgr le Duc), cuesta de Santo Domingo, n"* 5. — 

Madrid (Espagne). 
Grandiiont( Alphonse), avocat. — Taormina (Sicile). 
Granbro, s. J.(R. P. Juan), colegio de N. S'* dcl Recuerdo, Chamartin 

de la Rosa. — Madrid (Espagne). 
Grbdilla (Apolinar Federico), docteur en sciences naturelles, aide- 
naturaliste au Musée de Madrid, rue de Leganitos, 

n* 25, 3*. — Madrid (Espagne). 
Greindl (B'" Gustave), 20, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 
Grenier (Gustave), propriétaire, 78, rue de la Station. — Louvain. 
Grinda (Jésus), ingénieur des ponts et chaussées, Valverde, 22, 2*. 

— Madrid (Espagne). 
Grisar (Armand), 5, rue Hoboken. — Anvers. 
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DE Grossouvre (A.), ingénieur des mines. — Bourges (Cher — France). 
DE Grunmb (G^ François), capitaine d*artilleric , 65, rue Belliard. — 

Bruxelles. 
GuYéTAND, professeur de physique. École libre de Mont-Roland. — 

Dôle (Jura — France). 
Haan, docteur en médecine, professeur à TUniversité, 153, rue de 

Tirlemont. — Louvain. 
Hahn, s. J. (R. p. Guillaume), professeur à l'Université, University 

Collège, St. Stephen 's Green. — Dublin (Irlande). 
Hamard (chan), 12, rue des Dames. — Rennes (Ille-et- Vilaine — 

France). 
Hanquet (Ferdinand), 16, rue du Laveu. — Liège. 
DE Harlez (Mgr), professeur à TUniversité, 8, rue au Vent. — Louvain. 
Ha TON DE LA GoupiLLiÉRE (J. N.), membre de l'Institut, inspecteur 

général des mines, directeur de TÉcole des mines, 

60, boulevard Saint-Michel. — Paris. 
de Haulleville (B"°), 97, rue Belliard. — Bruxelles. 
DE LA Haye (Auguste), capitaine en 1'' au 11' régiment de ligne. 

— Liège. 
Uaynald (S. E. le cardinal), archevêque de Kalocsa et Bacs (Hongrie). 
DE Hemptinise (C*** Joseph), fils, 51, rue Charles-Quint. — Gand; 

ou Tamise (Flandre Orientale). 
Henry (Hector). — Dinant. 
Henry (Louis), professeur à TUniversité, membre de TAcadémie 

royale de Belgique, 2, rue du Manège. — Louvain. 
Hermite (Charles), membre de l'Institut. î2, rue de Sorbonne. — Paris. 
Hervier (abbé Joseph), 51, grande rue de la Bourse. — Saint- 

Etienne (Loire — France). 
Heymans (J.-F.), docteur en sciences, assistant à Tlnstitut physiolo- 
gique, Dorotheenstrasse. — Berlin (Allemagne). 
HouTART (Jules). — Monceau-sur-Sambre (Hainaut). 
HouzE (Octave), docteur en médecine. — Binche. 
IcAZRALCETA (Joaqufn Garcia), Apartado del Correo. 566. — Mexico 

(Mexique). 
Imperiali (M''), des P*" de Francavilla, 10, rue Montoyer. — Bruxelles; 

ou château d'Hamal par Tongres. 
Iniguez é Iniguez (Francisco), catedralico de Astronomia en la Univer- 

sidad, calle de Jardines, 18. — Madrid (Espagne). 
Institut Saint-Ignace. — Anvers. 
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Jacmart, Hcuteoant-géoéral, membre de la Chambre des Représen. 

tanls, 21, rue Geefs. — Schaerbeek. 
Jacobs (Mgr), curé-doyen de Sainle-Gudule. — Bruxelles. 
Jannbt (Claudio), professeur aux Facultés catholiques, ii, rue las 

Cases. — Paris. 
Janssens, docteur en médecine. — Puers (Anvers). 
Jbnivbr (Ch. I.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, directeur 

des travaux hydrauliques de la marine, 38, rue de la 

Rampe. — Brest (Finistère — France). 
JmBNO (Joaquin), ingeniero de c^minos. — Castellon de la Plana 

(Espagne). 
JoLLY (B<"*), lieutenant-général, commandant la i'* circonscription 

militaire. — Anvers. 
JoLT (Léon), avocat, 18 , rue Caroly. — Bruxelles. 
DE JoNQuiÊRBS, vic«-amiral, membre de Tlnstitut, 2, avenue Bugeaud. 

— Paris. 
Jordan (Camille), membre de Tlnstitut. 48, rue de Varenne. — Paris. 
Jourdain (Louis), ingénieur, 19, rue Léopold. — Bruxelles. 
Kbnnis (Guillaume), ingénieur, 12, rue de Robiano. — Schaerbeek. 
Kirsch (R. P. Alexandre M.) C. S. C. — Notre-Dame (Indiana — 

États-Unis). 
DE KiRWAN (Charles), ancien inspecteur des forêts, 7, rue de l'Oran- 
gerie. — Versailles (Seine-et-Oise — France). 
KoRTH (Godefroid), professeur à l'Université, 62, rue Lairesse. — Liège. 
Lacomptb (Camille), docteur en médecine. — Tamise. 
Lacor (E.), professeur de mathématiques à TÉcolc Sainte-Geneviève, 

i53, boulevard Raspail. — Paris. 
Lagassb (Alexandre) , pharmacien, 4, rue Saint-Maurice. — Nivelles, 
Lagasse (Charles), ingénieur en chef directeur des ponts et chaussées, 

61, rue du Conseil. — Bruxelles. 
Lagasse (Jules), notaire, i 1 2, chaussée de Charleroi. — Bruxelles. 
Larousse (D'), professeur à l'Université, 2, rue des Dominicains. — 

Gand. 
Lamarche (Emile), 81 , rue Louvrex. — Liège. 
Lambert (Camille), ingénieur, 7, rue d'Archis. — Liège. 
Lambiottb (Victor), ingénieur. — Oignies-Aiseau, par Tamines(Namur). 
Lambt (R. p. Dom Mayeul), 0. S. B., prieuré de Saint-Jean, Grignon 

par Les Laumes(Côte-d'Or — France). 
Lamy (Mgr), président du collège Marie-Thérèse. — Louvain. 
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DE Lapparbnt(A.), membre correspondaot de la Société géologique de 
Londres, professeur à Flnstitut catholique, 5, rue de 
Tilsilt. — Paris. 

Lavaud de Lestrade, prêtre de Saint-Sulpice, professeur de sciences 
au Séminaire. — Glermont-Ferrand (Puy-de-Dôme — 
France). 

Lbbon, docteur en médecine, place Saint-Paul. — Nivelles. 

Lbdrbsseur (Charles), docteur en médecine, professeur à l'Univer- 
sité, 75, voer des Capucins. — Louvain. 

Lbbmans, docteur en médecine, 19, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 

Lbfebvrb, docteur en médecine, professeur à TUniversité, membre 
de l'Académie royale de médecine , 36 , rue de Bériot. 

— Louvain. 

Lbfebvrb (abbé Ferdinand), professeur à l'Université, 56, rue de 
Bériot. — Louvain. 

Lefbbvre (abbé Maurice), 36, rue de Bériot. — Louvain. 

Legrand- Benoit, 31 , rue de Bruxelles. — Namur. 

Le Grbllb (C" Ferdinand), î2i, rue Van Brée. — Anvers. 

Lbirbns-Éliaert, rue du Pont. — Alost. 

Lejeonb-Siiionis, château de Sohan par Pepinster (Liège). 

Lbmoinb (Georges), ingénieur en chef des ponts et chaussées, exami- 
nateur de sortie pour la chimie à l'École polytechnique, 
76, rue d'Assas. — Paris. 

Lbmonnibr (abbé Th.), professeur au Petit-Séminaire de Mont-aux- 
Malades, par Rouen (Seine- Inférieure — France). 

Le Paige (C), professeur k l'Université, 21, rue des Anges. — Liège. 

OB Lichtbrvelde (C^* Contran), conseiller de légation, 2, rue des 
Deux-Églises. — Bruxelles. 

DE Liedererke (C^"" Charles), 24, rue de l'Industrie. — Bruxelles. 

DE Liedererke de Pailhe (C^ Edouard), 47, avenue des Arts. 

— Bruxelles. 

DE Limburg-Stirum (C^* Adolphe), 15, rue du Commerce. — Bruxelles. 
DE Limburg-Stirum (C Samuel), 50, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 
DE Limburg-Stirum (C*' Thierry), sénateur, rue Hautport. — Gand. 
DE LiMMiNGHE (C*'), châtcau de Gesves, par Assesse (Namur). 
LiMPENs (Emile), avocat, place Impériale. — Alost. 
DE LisLEFERHE (E.-Heury), ingénieur de la marine en retraite. — Taille- 
bourg (Charente-Inférieure — France). 
Lucas, S. J. (R. P. Désiré), il, rue des Récollets. — Louvaio. 
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Mabille (Léon), professeur i TUniversitc, 24, rue Marengo. — Lou- 

vain. 
Mabbtens (chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Nicolas. 
Malcobps (Ernest), avocat, 5, rue des Vaches. — Louvain. 
Malisoux (Emile), ingénieur principal de !'« classe des mines, il, 

rempart ad aquam. — Namur. 
Mansion (Paul), professeur à TUniversité, membre de l'Académie 

royale de Belgique, 6, quai des Dominicains. — Gand. 
DE Marbt (Adbémar). — Stavelot. 

DE Maricodrt (G**), h Villemétrie. — Senlis (Oise — France). 
DE Marsilly (Général), Grand*Hôtel de Paris, rue Bab-clOued. 

— Alger. 

Martens (Edouard), professeur à l'Université, 27, rue Marie-Thérèse. 

— Louvain. 

Martinez t Saez (Francisco de Pau la), professeur de zoologie au 
Musée d'histoire naturelle, plaza de Ministerios, 5, 
3% izq. — Madrid (Espagne). 

Mas, s. J. (R. P. Bartoloroé), colegio de S. Ignacio. — Manresa. 

Masoin (E.), professeur à l'Université, membre de l'Académie royale 
de médecine, i5, Marché-aux-Poissons. — Louvain. 

Matagne (Jules), docteur en médecine, 21, rue de la Fontaine. — 
Bruxelles. 

DE Maupeod (C), ingénieur de la marine, 50, rue Vital. — Passy- 
Paris. 

Mayer (Henri), avocat, 31, rue Saint-Jacques. — Tournay. 

Meessbn (Wilhelm), 28, place Jourdan. — Bruxelles. 

DE Meeus (C** Henri), ingénieur, 72, rue du Vertbois. — Liège. 

Meeus-Honnorez (L.), distillateur. — Wyneghem par Anvers. 

Mello (Rev. J. Magcns), Mapperly Vicarage, Derby (Grande- 
Bretagne). 

DE Mendizabal Tamborrel (Joaquin), ingeniero gcégrafo, profesor de 
astronomia y geodesfa en cl Colegio militar, observa- 
torio metcorologico central. — Mexico (Mexique). 

Mercier (Mgr D.), 84, rue de Namur. — Louvain. 

Mertens (Guill.), ingénieur, directeur de l'usine à gaz, 73, rue de 
Tourcoing. — Roubaix (Nord — France). 

Merveilleux du Vignaux (Pierre), ingénieur des forges et chantiers 
de la Méditerranée, 31, rue de Belleehasse. — Paris. 

MiCHA, professeur à l'Université, 8, place du Peuple. — Louvain. 
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MiOT (Lëopold), docteur en médecine, de rAcadémie royale de méde- 
cine, 15, rue de Beaumont. — Charleroi. 
MiR, S. J. (R. P. Michel), membre de l'Académie royale d*Espagne, 

Golegio dcl Salvador. — Zaragoza (Espagne). 
MiRANDA BisTUER (Juliau), cauéuigo magistral de la catedral, canongîa 

nue va, i8. — Segovia (Espagne). 
MisoNNE (Lucien), directeur-gérant des charbonnages du Hasard. — 

Tamines (Namur). 
MissoN (B*"), i6, quai de Maestricht. — Liège. 
MoELLBR, docteur en médecine, 1, rue Montoyer. — Bruxelles. 
MoNCHAMP (abbé Georges), docteur en théologie et en philosophie, 

professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Trond. 
MoNSARRAT (G.), 14, ruc des Capucines. — Paris. 
DE MoNTGRAND (M**), propriétaire & Saint -Menet. — Marseille 

(Bouches-du^Rhône — France). 
DE MoREAti d'Andoy (Ch"), 186, avenue Louise. — Bruxelles. 
MoRETUS (René), place de Mcir. — Anvers. 
Mdllenders (Joseph) , ingénieur, 21, rue Duvivier. — Liège. 
DE Nadaillac (M**), 18, rue Duphot. — Paris. 

Namèche (Mgr), ancien recteur magnifique de l'Université. — Louvain* 
Nava di BoNTiFÉ (S. Exe. Mgr), archevêque d'HéracIée, nonce du 

S. Siège en Belgique. — Bruxelles. 
NèvE (Félix), professeur à l'Université, membre de l'Académie royale 

de Belgique, 52, rue des Orphelins. — Louvain. 
Newton (Général John), 279, Adelphi Street. — Brooklyn, New-York. 
NisoT (Victor), ingénieur, docteur en sciences physiques et mathé- 
matiques, 44, rue de la Loi. — Bruxelles. 
NoLLÉE DE Noduwez, 116, ruc Royale. — Bruxelles. 
Nyssens (Albert), professeur k TUniversité. — Louvain. 
NvssENS (Julien), ingénieur des ponts et chaussées, 190, rue de la Loi. 

— Bruxelles. 
NvssENs (Pierre), directeur au laboratoire agricole de l'État, 19, rue 

Sainte-Marguerite. — Gand. 
d'Ocagne (Maurice), ingénieur des ponts et chaussées. — Pontoise 

(Seine-et-Oise — France). 
Otto (Jean), 36, Marché-aux-Herbes. — Bruxelles. 
Ouverleaux-Lagassb (Félix), docteur en droit, 112, chaussée de 

Charleroi. — Bruxelles. 
Pardon (Gustave), ingénieur. — Frameries (Hainaut). 
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Pasqdibr (Epd.), professeur à l'Univcrsitë, 22, rue Marie-Thérèse. — 

Louvain. 
Patroni (Monsign. Giuseppc), dott. in filosofia, in teologia ed in arabe 

le leggi, 47, piazza del Gesù. — Rome. 
Pécher (Eugène), 64, avenue Louise. — Bruxelles. 
Pbpin, s. J. (R. p. Théophile), École libre Saint-Michel. — Saint- 

Étienne (Loire — France). 
Perbtti (abbé J.), curé de Sainte-Marie. — Calvi (Corse — France). 
Ferez (Miguel), director del Observatorio central, i' calle de la 

Merced, n*» 27. — Mexico (Mexique). 
Ferez Moreno (Andrés), inspector gênerai del cuerpo de ingcnieros 

de minas de Espana, calle de Âpodaca, n"* 5, c** pral 

izq. — Madrid (Espagne). 
Petit (chanoine), rue de TArsenal. — Namur. 
FiCHAOLT (Stéphane), ingénieur, directeur des ateliers de construction 

de la Société Franco-Belge. — Raisnes (Nord — France). 
DE PiLLON de s. Philbert (A.), 2, ruc St-Thoinas. — Douai (Nord — 

France). 
PiRARD (chanoine), vicaire général, 6, boulevard Léopold. — Namur. 
PiscB (chanoine), rue des Bateaux. — Malines. 
PoisoT (Maurice), avocat, 4, rue Buffon. — Dijon (Côte-d'Or — 

France). 
OE PoNTHiÉRE (Albert), propriétaire-agriculteur, château des Corlils, 

par Visé (Liège). 
Powis DE TEN BosscHE, membre de la Chambre des Représentants, 

8, rue Belliard. — Bruxelles. 
Proost (Alphonse), inspecteur général de l'agriculture, professeur à 

l'Université de Louvain, 50, rue du Luxembourg. — 

Bruxelles. 
Provincial (R. P.) de la Compagnie de Jésus, 431, rue Royale exté- 
rieure. — Bruxelles. 
Prudham (abbé), directeur du collège Stanislas, rue N.-D. des Champs. 

— Paris. 

Pu6A (Guillermo B. y), ingeniero topégrafo, profesor de Geologia en 
la Escuela nacional de Agricultura,callcdelTompeate,2. 

— Mexico (Mexique). 
QoAiRiER, 28, boulevard du Régent. — Bruxelles. 

QoEiPO (Antonio Garcia Vazquez), docteur en droit, plaza de 
Cervantes, n*" i3. — Santiago (Galice — Espagne). 
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Rachon (abbë Prosper), curé de Ham et Saint-Jeao, par Longuyon 

(Meurthe-et-Moselle — France). 
Raglot (abbé V.)» aumônier des hospices et directeur de robserva- 

toirc. — Laogres (Haute-Marne — France). 
Rauirez (Santiago), ingeniero de minas, calle de Buenavista, 45 '/s 

— Mexico (Mexique). 

Ravain (abbé J.-R.), 44, rue Bernier. — Angers (Maine-et-Loire — 

France). 
RfiCTBoa (R. P.), rue de Tongres, 2237. — Maestricht (Limbourg 

hollandais). 
Rbctor (R. P.) del Colq;io de San José. — Valladolid (Espagne). 
Rbctor (R. P.) del Ck>legio del Jésus. -^ Torlosa (prov. de Tarragona 

— Espagne). 

DE Rbgnon, s. J. (R. P. Théodore), 394, rue de Vaugirard. — 

Paris. 
Renard (abbé Alphonse), conservateur honoraire au Musée d*histoire 

naturelle, professeur à TUniversité de Gand. — Wet- 

tcren (Flandre-Orientale). 
Reynabrt, docteur en médecine , rue du Progrès. — Saint-Nicolas. 
DE RiBAucouRT (C^""), sénatcur, 27, rue de Loxum. — Bruxelles; ou 

château de Perck, par Vilvorde. 
RisoENO (Emiliano Rodriguez), catedratico de Historia natural en la 

Universidad, calle Duque de la Victoria, 46 pral. — 

Valladolid (Espagne). 
DE LA Roche (Ch*' Camille), rue de Houdain. — Mons. 
DE LA Roche de Marchiennes (Emile), 8, rue du Parchemin. -^ 

Bruxelles. 
RoDiLLON (abbé Pr.), professeur de philosophie au Petit-Séminaire de 

la Primatiale, 4, rue Tramassac. — Lyon (Rhône — 

France). 
RojAs,S.J.(R. P.), professeur dliistoire naturelle, Golegio. — Orduna 

(Vizcaya — Espagne). 
DE Rouillé (C**), 44, avenue des Arts. — Bruxelles. 
Roussel (Lucien), professeur à l'École forestière, 44, rue de la Ravi- 

nelle. — Nancy (Meurthe-et-Moselle -— France). 
DE RuBBMPRÉ (P*'), rué Rux Laiucs. — Bruxelles ; ou à Westerloo. 
Saet (Henri), notaire. — Renaix. 
Saey (abbé Pr.), curé à Woubrechtegem, par Herzele (Fland.- 

Orient). 
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DE SALYBaT (V"), profcsseur aux Facultés catholiques de Lille, 
7, rue de la Bibliothèque. — Versailles (Seine-et-Oise 
— France). 

Sancbbz, s. J. (R. p. Hilario), Golegio. — Carrion (Paleucia — Espagne). 

OB Santa Groz (Ivan Armada Hernandez de Cordova, M**) , 9, rua 
Nueva. — Santiago (Galice — Espagne). 

Sanz (Pelegrin), ingeniero civil. — Castellon de la Plana (Espagne). 

Sanz y Lopbz (Gesareo), profesor de matemâticas, calle del Golegio de 
Doncellas. — Toledo (Espagne). 

ScARSEZ DE LocQUENBuiLLE (Auatolc), château de S^François. — Far- 
eiennes (Hainaul); ou 155, chaussée de Vleurgat. — 
Ixelies. 

ScHMiTz, S. J. (R. P. Gaspar), au Collège Saint-Servais, 80, rue Saint- 
Gilles. — Liège. 

ScBOBBBNS, docteur en médecine, 49, longue rue Neuve. — Anvers. 

ScHOBMAKBR (W.-J.), professcur à l'École moyenne.-— Nimègue (Pays- 



DB ScBouTHEBTB DE Tervarent (Ch*^). — Saiut-Nicolas. 

SiMOifis (Alfred), sénateur. — Verviers. 

SiHoms (Louis), industriel. — Verviers. 

SiRET (Henri), ingénieur, ii, rue Saint-Joseph. — Anvers. 

SiRBT (Louis), ingénieur, Parazuelos Aguilas (proV Murcia — Espagne). 

She&ens (Théophile), président du tribunal de i'* instance, 31, 

avenue Quentin Metsys. — Anvers. 
Smbts (abbé Gérard), docteur en sciences naturelles, professeur de 

sciences au Collège S'-Joseph. — Hasselt. 
DEL SocoRRO (José Maria Solano, M**), professeur de géologie au Musée 

d'histoire naturelle, calle de Jacometrezo, 4i, bajo. — 

Madrid (Espagne). 
SoLVYNS (Albert), 7, avenue de la Place-d' Armes. — Gand. 
SoRBiL, ingénieur. — Maredret sous Sosoye, par Anthée (Namur). 
DE Sparrb (G**), professeur aux Facultés catholiques de Lyon, château 

de Vallière. — Saint-Georges-de-Reneins (Rhône — 

France). 
Spina, S. J. (R. P. Pedro), Golegio de S. Juan Nepomuceno. — 

Saltillo (Coahuila — Mexique). 
Springael (Auguste), ingénieur, 64, rue de Bordeaux. — Bruxelles. 
Staiiiibr (Xavier), 78» chaussée de Wavre. — Bruxelles. 
Stillehans (S. G. Mgr), évéque de Gand. 
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Stinglhamber (Emile), docteur co droit, 3i, rue des Minimes. — 
Bruxelles. 

Stoessbr (Alphonse), directeur-gérant de la Société anonyme du 
charbonnage de Sacré-Madame. — Dampremy (Hai- 
naut). 

Stoffaes (abbé), licencié es sciences, 54, boulevard Vauban. — Lille 
(Nord — France). 

Storms (abbé Camille), curé de Ganshoren, par Jette (Brabant). 

Storms (John), 37, rue des Champs-Elysées. — Bruxelles. 

Storms (Raymond), 13, rue du Président. — Bruxelles. 

Struelens (Alfred), docteur en médecine, 18, rue de l'Hôtel-des- 
Monnaies. — Saint-Gilles (Bruxelles). 

SucHETET (André), iO, rue Alain Blanchard, — Rouen (Seine-Infé- 
rieure — France)*. 

SuTTOR (Eugène), ingénieur honoraire des ponts et chaussées, 49, rue 
des Bogards. — Louvain. 

SwoLFs (chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Malines. 

Tatmans (Emile), notaire. — Genappe (Brabant). 

Teixeira (Gomes), professeur à l'École polytechnique. — Porto (Por- 
tugal). 

Tercelin (Félix), rue du Mont-de-Piété. — Mons. 

Theums (Auguste), répétiteur à l'Université, 83, rue de Tirlemont. 
— Louvain. 

Tbibaudier, ingénieur de la marine. — Rochefort-sur-Mer (Charente- 
Inférieure — France). 

Thirion (Alphonse). — Sclayn par Namèche (Namur). 

Thirion, s. J. (R. p.), H, rue des Récollets. — Louvain. 

TiMMERMANs (François), ingénieur, directeur-gérant de la Société 
anonyme des ateliers de construction de la Meuse, 
24, rue de Fragnée. — Liège. 

ToRROJA Y Caballé (Eduardo), architecte, professeur à la Faculté des 
sciences de TUniversilé, calle de Lope de Vega, 
6i, pral. — Madrid (Espagne). 

Tras, s. J. (R. p.), professeur au collège de la Paix. — Namur. 

DE Trazegnibs (M'*). — Corroy-le-Châleau, par Gembloux. 

DE T'Serclabs (Mgr Charles), président du Collège belge. — Rome. 

DE T'Serclaes (C** Jacques), capitaine au i*' rég. d'artillerie, 26, 
rue de l'Abbaye. — Bruxelles. 

t'Serstbvens (Léon), 52, boulevard Bischoffsheîm. — Bruxelles. 
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Ttkort (Emile), ingénieur civil. — Perck, par Vilvorde. 
D'DRSEL(C'*Aymard), capitaine d'artillerie, château de Bois- de-Sam me, 

par Wauthier-Braine (Brabant). 
DO Val de Beaulieu (O'), 55, avenue des Arts. — Bruxelles. 
DE LA Vallée Poussin (Charles), de TAcadëniie royale de Belgique, 

professeur à l'Université, 190, rue de Namur. — 

Louvain. 
Van Abrtselaer (chanoine), directeur de l'Institut S^-Louis, 121, rue 

du Marais. — Bruxelles. 
Van BiERVLiET (Alb.), professeur à l'Université catholique, 25, rue 

Marie-Thérèse. — Louvain. 
Vanden Berg (Charles), notaire, place Saint-Paul. — Liège. 
Vanden Bossche (A.), ingénieur, rue des Orphelins. — Louvain. 
VANDEN Branden DE Reeth (Mgr),Évéque d'Érythrce, au Collège Belge. 

— Rome. 
Vanden Ghbvn (abbé Gabriel), supérieur à Tlnstilut Saint-Liévin. — 

Gand. 
Vanden Gheyn, S. J. (R. P. Joseph), professeur à l'Institut catholique, 

55, rue de Sèvres. — Paris. 
Vanden Peeheboom (C), ingénieur, 15, rue d'Artois. — Liège. 
Vanden Peereboom (Jules), ministre des chemins de fer, postes et 

télégraphes. — Courtrai. 
vandbr Bruggen (B"" Maurice), rue du Gouvernement. — Gand. 
Vander Haeghen (William), avocat, 44, rue Berckmans. — Bruxelles. 
Vandkr Shissen (Edouard), avocat, 16, rue du Gouvernement- 
Provisoire. — Bruxelles. 
vander Straten-Ponthoz (C** François), 13, rue de la Loi. — 

Bruxelles. 
Vander Voordt (Jules),ingénieur, 85, marché aux Chevaux. — Anvers. 
Van DE Woestyne (chan.), professeur au Grand-Séminaire.— Bruges. 
Van Dorpe (Jules), docteur en médecine, 7, rue Seutin. — Bruxelles. 
Van Drèche, docteur en médecine, rue de TOuvrage. — Namur. 
Van Dromme, docteur en médecine, rue des Chartreuses. — Bruges. 
Van Erhengem, docteur en médecine, professeur à l'Université de 

Gand. — Wctteren (Flandre orientale). 
Van Gameren (chanoine), rue du Bruul. — Malines. 
Van Reerberghen, docteur en médecine, 161, chaussée d'Ixelles. — 

Bruxelles. 
Vannutelli (S. E. le cardinal Serafino). — Rome. 
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Van Ortroy (Fernand), lieutenant an i*' régiment de chasseurs à 

cheval, H, rue Saint-Jean. — Tournay. 
Van Overloop (Eugène), sénateur, 48, rue Royale. — Bruxelles. 
Van Segvelt (Edmond), \\2, boulevard des Arbalétriers. — Malines. 
Van Tricht, S. J. (R. P.), ii, rue des Récollets. — Louvain. 
Van Zebbroecr (abbé), directeur à l'Établissement des Sœurs-Grises. 

— Diest. 

Van Zdtlen-Orban (Gust.), industriel, 8, quai de Tlndustrie. — 
Liège. 

Vadltrin, inspecteur des forêts, 2, rue de Lorraine. — Nancy (Meurthe- 
et-Moselle — France). 

Vbnneman, docteur en médecine, professeur à l'Université. — Louvain. 

Vercrutsse (Victor) , 61, rue de France. — Oourtrai. 

Verhelst (abbé), professeur au collège Saint-Jean-Berckmans. — 
Anvers. 

Vbrriest (G.), docteur en médecine, professeur à TUniversité, !25, rue 
des Écreniers. — : Louvain. 

Vicaire (Eugène), ingénieur en chef des mines, 50, rue Gay-Lussac. 

— Paris. 

Vicent, s. J. (R. p. Antonio), Colegio de San José. — Valencia 

(Espagne). 
Vilain XIIII (V*«), sénateur, H, rue du Trône. — Bruxelles. 
ViLLAFUERTE (Ellodoro), presbitcro, 86, calle de las Delicias. — Santiago 

(Chili). 
DE Viller^Vergauwen, 12, marché au Lin. •— Gand. 
ViLLié, professeur aux Facultés catholiques, 78, boulevard Vauban. 

— Lille (Nord — France). 

ViNES (R. P. Benilo), director del Observatorio, colegio de Belen. — 

La Havane (Cuba). 
ViSART DE BocARMé (C* Amédéc), bourgmestre de Bruges. 
DE VoRGES (E. Domet), 74, rue Miromesnil. — Paris. 
VuiLSTBRB, professeur & TUnivepsité, 24, rue des Joyeuses-Entrées. 

— Louvain. 

Walravens (abbé Adelson), directeur du collège d'Enghien. 
Warlomont (René), docteur en médecine et en sciences naturelles, 

médecin de bataillon au 5* lanciers, 1, rue Longue. — 

Bruges. 
Wasseigb (Armand), banquier, 2****, rue Godefroid. — Namur. 
Wautblbt(A), ingénieur à l'usine & gaz. — Roubaix (Nord — France). 
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DE Wavrin (W*), château de Ronsele, par Sorocrgem (Flandre- 
Orientale). 

DE Wbol (abbé A.), missionnaire apostolique. — Fille-Dieu sous 
Romont (Canton de Fribourg — Suisse). 

Wéry (Vincent), président du tribunal de i'* instance, 4, rue des 
Telliers. — Mons. 

WiLMOTTE (abbé), professeur au Séminaire. — Floreffe (Namur). 

Wm (Aimé), professeur aux Facultés catholiques, i04, boulevard 
Vauban. — Lille (Nord — France). 

WoLF, membre de Tlnstitut, 95, rue des Feuillantines. — Paris. 

DE WouTERS (chanoine). — Braine-le-Comle. 

DB WooTERs (Ch*' Lambert), Rotselaer, par Wespelaer (Brabant). 

WouTERS (abbé Louis), professeur de sciences naturelles au Collège 
Saint-Rombaut. — Malines. 

Zech (Guillaume), négociant — Braine-le-Comte. 
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Liste des membres décèdes. 

(Juin 1889 août 1890.) 

Bebnardin • . . . Melle. 

Antonio Casarés Santiago. 

P«* Gustave DE Choy Le Rœulx. 

A. Dassonville-Lepée Menin. 

Tony De Bruyn Bruxelles. 

Ch. Delcour Louvain. 

Abbé DucROST Solutré. 

M"* DuMONT Liège. 

Auguste Devivier Louvain. 

Adrien Gravez Mons. 

B*"" Michaux Louvain. 

B*"' MoncHEUR Bruxelles. 

O*" DE Namur dTlzée Dhuy. 

R. P. Pbrry, s. J Stonyhurst 

Gérard Peyrot Anvers. 

Gaston Planté Paris. 

R. P. Rathouis, s. J Zi-ka-wey. 
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SESSIONS DE 1888-1889 
iiTiim m raMÊs-fiuiDX. 

La Société a tenu trois sessions pendant cette treizième année: 
La première, le jeudi 95 octobre i888; 
La seconde, le jeudi 31 janvier 1889 ; 
Et la troisième, le jeudi % le vendredi 3 et le samedi 4 mai 
1889. 

SÉANCES DES SECTIONS 



Première sectioii. 

Jeudi, S5 octobre 1888. — M. Goedseels analyse un travail 
manuscrit, relatif à la Géométrie analytique, de M. Ed. Torroja, 
professeur à TUniversilé de Madrid, et propose à la section de 
voter des remerciements à Tauteur, ce qui est approuvé. 

M. Hansion présente ensuite la note suivante sur le théorème 
de Rolle : 

Sur l'extension du théorème de Rolle aux racines imaginaires 
des équations algébriques. 

« Soit 

/i = (, — «)(z — p)...(z — ;.) = 0, 

une équation algébrique de degré n, ayant pour racines égales, 
ou inégales, les n quantités a, p, ...,^, réelles ou imaginaires. 
On a, comme Ton sait, 

r«— A I — -^ — 2 -*•••• -^ — • 

Représentons, sur un plan, les racines de fz «=> 0, par les n 
points A, B, . . . , L, ayant pour affixes a, P, ... , ^, et traçons une 
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' ' un 



droite MN telle ((iie les points A, B» ..«, L soient lousd 
même côté de cette droite, ou sur cette droite même. De raittre 



e6té de la droite, prenons un point arbitraire quelconque Z. 
Les quantités z — a, z — i^,...,z — ^ seront représentées 
géométriquement, comme Ton sait, par les droites 

AZ, BZ, . . ., LZ, 
et les quantités inverses 

i I I 

, -. .. .. -, 

z — a 2 — (5 Z — X 

par les droites 

aZ, 6Z« • ., /Z, 

dont les longueurs sont les inverses de celles de AZ, BZ, . . . , LZ 
et qui, en direction, sont les symétriques de AZ, BZ, . .., LZ, par 
rapport & ZR, droite menée par Z, parallèlement à Taxe des 
aflSxes réelles. 

Le point Z étant situé du côté de la droite MN où ne se 
trouvent aucun des points A, B, ..., L, les angles que font entre 
elles les droites AZ, BZ, ..., LZ sont inférieurs à deux droits; il en 
est donc de même des angles des droites symétriques aZ, 6Z, ..., /Z. 
Par suite, la résultante géométrique de celles-ci ne peutétre nulle, 
et il en est de même de la somme 

\ \ « 

1 -I. ... H , 

Z — et Z — P Z — A 

pour toute valeur de z correspondant à un point situé à gauche 
de la droite MN. Comme fz n*cst pas nul non plus, dans cette 
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région du plan, les deux facteurs de l'expression égale à fz ne 
peuvent donc s'annuler dans cette région. 

D'où ce premier théorème : Si Von divise^ par une droite^ le 
plan en deux régions dont l*une contient tous les points-rcunnes 
d'une équation algébrique, cette même région contient aussi tous 
les points-racines de l'équation dérivée. 

La démonstration précédente s'applique évidemment à une 
équation transcendante Fz => 0, ayant une infinité de racines 
^i» ^2< ^39 • • -9 pourvu que l'on ait 

Fz 1 \ i 

— = H 1 -»- etc. 

Fz z — Z| z — Zf z — Zj 

On déduit aisément du théorème précédent un autre théorème, 
que l'on peut regarder comme la généralisation de celui de 
Rolle : Un contour convexe qui contient les points-racines d'une 
équation algébrique contient aussi les points-racines de f équation 
dérivée. Pour démontrer ce théorème, il suffit de prendre, dans 
le premier, pour droite HN, successivement toutes les droites 
tangentes au contour considéré. 

Si Ton prend pour contour un cercle ayant Torigine des affixes 
pour centre, on arrive au corollaire suivant : La limite supérieure 
du module des racines d'une équation algébrique est aussi une 
limite supérieure du module des racines de l'équation dérivée. 

Remarque. La proposition principale établie dans cette note 
a été démontrée plusieurs fois depuis une quinzaine d'années (*). 
La démonstration que nous venons d'exposer ne diffère pas au 



n Voir F. Lucas, Sur une application de la mécanique rationnelle à la théorie des 
équations (Comptes rendus de l'Académie des sciences de Paris, i879, t. LXXXIX, 
pp. 22^-229); Berloty. Sur les équations algébriques ilB., idSi, l XCIX, pp. 745-747); 
puis, divers travaux de géomètres hollandais : Lkgebeke {i9Si ^ Archives néerlandaises, 
t. XVI. pp. 273-278; 1882, JSieuw Archiev voor fViskunde, t. VIll, pp. 75-80), Vandenberg 
liS^Nieuw Archiev, t. IX, pp. 114 et 60; 1884, t. XI, 163-186:4888, t. XV, pp. 100-164), 
Stieltjes (1883, Arch. néerL, i, XVIII, pp. 1-28), DE BOER (1884, Bulletin de l'Académie 
d'Amsterdam, t. XIX, pp. 384-416; t. XX, pp. 413-452, et Arch. néerlandaises, t. XIX, 
pp. 217-240), que nous n'avons pu tous consulter et oU l'on étudie minutieusement les 
conséquences du théorème fondamental. M. Vandenberg (N. A., t. IX, p. 60) cite en outre 
les Études analytiques sur la théorie générale des courbes planes de F. Lucas 
(Paris, 1864), d'autres articles de celui-ci en 1874 (G. R., t. LXXVIII, pp. 140-144, 180-183, 
271-274, 431-433), une note de Laguerre (Ib., pp. 278-280) et même une annotation 
manuscrite trouvée dans les papiers de Gauss {Werke, t. lU, p. 112). 
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fond de celle de M. F. Lucas, basée sur la statique. Mais il nous 
a paru intéressant de montrer, une fois de plus, Tutilité de la 
représentation géométrique des imaginaires, sans faire intervenir, 
même en apparence, la notion de force. » 

M. Mansion entretient ensuite la section d*une formule de 
M. Darboux, dont il expose une démonstration déduite du 
théorème de Taylor (Voir Seconde partie, pp. 108-115). A cette 
occasion M. Gilbert fait observer que Ton exagère souvent 
rinfériorité des formes classiques du reste de la série de 
Taylor. 

M. Pasquier revient sur une communication faite à la séance 
précédente par le R. P. Garbonnelle, au sujet d*une conséquence 
du théorème de Fermât. 

Jeudi, 31 janvier 1889. — M. Gilbert fait rapport sur une 
note de M. Baule, qui fait suite au travail du même auteur sur le 
gyroscope collimateur et est relative au mouvement de la toupie. 
Soumettant au contrôle de Texpérience les formules relatives à 
ce mouvement^ M. Baule a remarqué que, pour un même sens 
de rotation de la toupie, il y a certaines différences de hauteur, 
toujours de même sens aussi, entre les horizons observés et 
calculés. Il a été ainsi amené à une théorie simple, donnant 
notamment l'inclinaison de la toupie soumise à la rotation de la 
terre, et dont les formules concordent parfaitement avec Texpé- 
rience. — Sur la proposition de M. Gilbert, la section vote 
rimpression de la note de M. Baule dans les Annales (Cette 
note a été publiée à la suite du mémoire de M. Baule, dans le 
tome XII, 2« partie, pp. 177-184). 

M. Goedseels fait une rectification relative à une précédente 
communication au sujet de Texactitude des tracés graphiques. 

M. Gilbert entretient la section de quelques formules d'analyse 
d'un usage général dans la physique mathématique. 

M. Gilbert signale ensuite une erreur d*appréciation assez 
répandue au sujet de la démonstration de la série de Fourier, 
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qui repose sur la théorie des fonctions d*une variable imagi- 
naire : cette démonstration n*est pas rigoureuse pour les cas 
limites, qui sont les plus importants» ou, si on la rend rigoureuse, 
elle cesse d'être simple. 

H. Mansion fait les deux remarques suivantes sur les fonctions 
elliptiques : 

c 1. Sur la fonction p(u). Cherchons la fraction rationnelle 

la plus simple, 

6 
a H -, 

c -I- sn* (il, k) 

de sn*(ti, k)f qui, par le changement de u en Ut, garde, au signe 
près, la même forme et devienne, par conséquent, 

a'f b\ c' étant les mêmes fonctions du module A:' que a, A, c le 
sont du module primitif A:. Pour abréger, écrivons snu pour 
sn(ii. A), et snU pour 8n(U, k'). 

A cause de la relation connue snti«»snl;i<=(tsnU : cnU), 
on a, après quelques transformations, 

6 h b i 

a H —«a -f- 



e -^ sn*u i -* c (I -h c)' c 

sn u 

CH-i 

En identifiant cette expression avec 



c' -I- sn'U 
on trouve 

I -f-C 



(I -♦- c)' I -4- <: 



La dernière relation peut prendre la forme plus symétrique 
(1 -I- c) (1 -H c') s= 1 , à laquelle on satisfait le plus simplement 
en supposant c c» c' =ss 0, ce qui entraine 6 «» 6', et 

6 , h 

sn'ti snT 
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Dans cette relation, évidemment, on peut supposer 6=» 1. On 
trouve alors a -i- a' -f- i = 0. 
Soit a = f{k^) et, par suite, a' = /(*'«) = ^(1 — *«), et 

f{k')^f(\-k')-^i'^0 (i) 

En dérivant cette relation fonctionnelle par rapport à A:^, on 
trouve 

r(*')-ro-*')=o. 

Cette équation a pour solution la plus simple ['{k^) = A, ce qui 
donne f(k^)t=^ Xk^ + B, A et B étant des constantes. Substi- 
tuant cette valeur dans la relation (1), elle devient 

A*' -♦- B^ A(l— ifc')-^B + 1 — 0. ou A-^2B-^i=0. 

Si Ton fait A = B«=: — ^, on trouve, pour la fraction ration- 
nelle cherchée, 



c'est-à-dire, au multiplicateur près, la fonction p(u) de Weier- 
strass. Cette fonction est donc celle qui, soumise à la transfor- 
mation imaginaire d*Abel et de Jacobi (changement de u en Ut), 
conduit à la formule la plus simple : p(Ut) = — P(U). 

2. Sur une interprétation geaniétrique de la première inté- 
grale elliptique. Considérons une circonférence AMBM^ de 

rayon OA = OB «=» 1, et sur le 
diamètre AB un point C à une 
distance OC =^ c du centre. 
Abaissons du centre O une per- 
pendiculaire OP sur CM. Si Ton 
appelle 9^ et a les angles AOM, 
ACM, on a OMC = 3^ — a et, 
par suite, 

OP « sin (2jî — «) = c sin «. 
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On déduit aisément de là, comme on sait, par Tanalyse ou par 
la géométrie (Jacobi, G. Werke^ II, p. 118), 

dp i-4-c da 2|/c 



Posons 

1 -»- c AC 2AC 



P'- 



l/i — c'sin*» ^^ ^^1 



Mf étant le point où MC rencontre la circonférence une seconde 
fois. Il viendra 



en appelant u Taire de la courbe qui a p pour rayon vecteur. Le 
lieu des extrémités des rayons vecteurs p est donc une courbe 
dont Taire peut servir à représenter la première intégrale ellip* 
tique et à définir sna, cnti, dnti. On voit que cette interpré- 
tation géométrique de F(A:, 9), donnée par Halphen au début 
de son Traité des fonctions elliptiques, est contenue dans la 
remarque de Jacobi citée plus haut. » 

M. Mansion expose un moyen élémentaire pour établir la 
formule qui donne la longueur d*una courbe gauche. 

M. Gilbert signale les avantages que peut offrir Tintroduc- 
tion, dans la théorie de la courbure des surfaces, des cosinus 
directeurs de la normale. La courbure moyenne s'exprime fort 
simplement, et Ton en déduit, pour Tintégrale de cette cour- 
bure étendue à une portion de la surface, une expression remar- 
quable, qui renferme diverses formules utiles dans la capillarité. 
L'équation des surfaces d*aire minimum sous la forme donnée 
par Riemann, le théorème de M. Bertrand sur les normales 
voisines d'une normale donnée, Téquation des lignes de cour- 
bure sous une forme très simple, etc., sont aussi des consé- 
quences de cette théorie, que M. Gilbert se propose d'exposer 
plus complètement lorsqu'il aura fait les recherches bibliogra- 
phiques nécessaires. 
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M. Goedseels communique le résultat de ses recherches sur 
la détermination des équations des lignes et des surfaces oscii- 
latrices. 

Jeudi, S mai 4889. — M. Mansion lit un fragment d*une lettre 
de M. de Salvert, relatif au très regretté P. Carbonnelle, où le 
savant professeur de Lille apprécie avec une grande hauteur de 
vues rhomme supérieur que la Société scientifique de Bruxelles 
vient de perdre, et où il s*associe aux regrets unanimes que cette 
perte a provoqués. 

M. Goedseels signale comme il suit Texistence d*une lacune 
existant, selon lui, dans renseignement des sciences mathéma- 
tiques : « Les auteurs précisent avec le plus grand soin ce qu*il 
» faut entendre par la limite d*une quantité variable : il n*en est 
a pas de même des limites de lignes et de surfaces variables 
a dont il est fréquemment question dans les études géomé- 

> triques. Lorsqu*on veut préciser la signification de ces expres- 
» siens, on se heurte à des difficultés inattendues. M. Chômé, 
» dans son cours de géométrie descriptive à TÉcole militaire — 
» cours non encore publié — a levé ces difficultés de la manière 
» la plus heureuse : ses définitions jettent une clarté nouvelle 

> sur les questions de ce genre, et son exposition des théories 

> dont ces définitions sont la base échappe, à mon avis, à 

> toute critique ». 

M. Goedseels fait connaître une méthode générale pour la 
recherche des équations des figures osculatrices. M. Mansion 
fait observer que les résultats de M. Goedseels peuvent proba- 
blement s'obtenir d*une manière tout aussi simple par Tapplication 
directe du théorème de Rolle. 

M. Gilbert présente un mémoire sur les accélérations. L'im- 
pression de ce mémoire aux Annales est votée parla section 
(Voir 2« partie, pp. 261-315.) 

M. Mansion fait rapport sur un mémoire de M. de Salvert 
relatif aux surfaces isothermes et propose de soumettre à Tap- 
XIIL d 
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préciation de M. Gilbert la partie de ce Mémoire qui est relative 
aux équations du mouvement de la chaleur : cette proposition 
est adoptée par la section. 

Voici ce rapport, avec les modifications que M. Mansion 
y a introduites à la prière de M. Gilbert. Le Mémoire de 
M. de Salvert (Ch. I et II) est imprimé dans la seconde partie, 
pp. 117-260. 

Sur les deux premiers Chapitres du Mémoire intitulé : Mémoire 
sur la recherche la plus générale d'tin système orthogonal triple- 
ment isotherme, par M. le V*" de Salvert, Professeur à la 
Facuhé catholique des Sciences de Lille (*). 

La partie du Mémoire de M. de Salvert dont j ai à vous rendre 
compte aujourd'hui comprend deux Chapitres. 

La première partie du premier Chapitre traite de la propriété 
caractéristique des invariants différentiels 

exprimés en coordonnées curvilignes (p,t{;,Tïr. L'auteur démontre, 
d'une manière élégante et rapide, les formules connues : 

c/cu* r/«* c/«* 

(A.«)'= (A.?)'— -4- (A.*)' — -4- (A.o) — . 

u^ u<f (la 

(la d(Mi da d*o (Pa (Pu 

df d^ dfs df^ d^ da^ 

= A.fA.,A..[|(^^)-.e.c.]. 



{') Ces deux premiers Chapitres ont été présentés à la première section, à la session de 
Pâques 1888, sous le titre : Mémoire sur les équations du mouvement de la chaleur et 
la recherche des surfaces isothermes (manuscrit d'environ 200 pages); le troisième Cha- 
pitre a été présenté à la session d'octobre 4888; il contient la solution détaillée de la ques- 
tion de la recherche des systèmes orthogonaux triplement isothermes, dans tous les 
cas particuliers qui admettent des surfaces développables dans la composition du 
système (90 pages); le quatrième Chapitre (66 pages) et l'introduction bibliographique, 
à la session de Pâques 1889; le cinquième, à la session d'octobre de 1889. Ces deux 
derniers Cbapiti'es contiennent la solution de la question dans le cas le plus général. 
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sur lesquelles sont basées les équations générales du problème 
établies dans un chapitre subséquent. 

Dans la seconde partie du premier Chapitre, M. de Salvert 
établit les équations du mouvement de la chaleur, d*abord en 
coordonnées rectilignes, puis en coordonnées curvilignes, soit 
par transformation de coordonnées, soit directement. Cette se- 
conde démonstration en coordonnées curvilignes est présentée 
avec une grande clarté, et offre un bon exemple de Temploi direct 
de ces coordonnées. L'auteur critique avec raison, comme plu- 
sieurs de ses devanciers, au point de vue de la rigueur, les rai- 
sonnements qui ont servi à Fourier et à Lamé pour établir 
ces équations. Ces raisonnements, imités de celui d*Euler pour 
obtenir Téquation, dite de continuité, en Hydrodynamique, sont 
remplacés par la considération de volumes finis, reposant sur le 
lemme suivant : Si, pour tout volume pris à Tintérieur d'une 
certaine enceinte, rinlégrale tripley'F {pc,y^z)dxdydz est nulle, 
la fonction F est nulle pour les points de cette enceinte (*). Pour 
terminer, lauteur établit Téquation aux limites. 

Le second Chapitre est beaucoup plus étendu que le premier 
et est consacré principalement à la recherche des familles iso- 
thermes de surfaces du premier et du second ordre. L'auteur 
donne d'abord leur équation aux dérivées partielles, soit sous la 
forme A^O = 0, 6 étant le paramètre dit IhermoméiriqtAe ^ soit 
sous la forme, en apparence plus générale, Aa^ + (^i^)V^'= 0, 
X étant un paramètre géométrique lié au paramètre thermomé- 
trique par une relation de la forme Xe=3 F6. Il fait ensuite obser- 
ver que la connaissance de l'intégrale générale de l'une ou l'autre 
de ces équations ne permet pas de voir si telle ou telle famille 
de surfaces déterminée est une famille isotherme. En effet, 
pour identifier l'intégrale générale, qui contient des fonctions arbi- 
traires, avec une surface d'espèce donnée, il faut particulariser 



n Dans cette question, ou dans des questions analogues, MM. H. Laurent, Kirchoff, 
C. Neomann, Auerbach ont employé un mode de démonstration semblable à celui qui est 
exposé ici par l'auteur. Quant à la transformation de l'intégrale triple ainsi envisagée 
par un procédé qui n'est au fond qu'un cas très particulier de la formule de Green, M. de 
Sahert y a eu recours lui-même dès 186K (C R. de l'Ac. des sciences de Paris, 
29 mai 4865), et en 1874 dans son Étude sur le mouvement permanent des fluides (Paris, 
Gauthier- Villars/, pp. 16-SO, et il ne le donne pas comme nouveau. 
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ces fonctions arbitraires, et il n*existe aucun procédé certain 
conduisant, dans tous les cas, à la réalisation de Tidenlification 
cherchée. En outre, à priori, on ne sait pas s'il existe ou non 
des familles isothermes correspondant à une solution singulière 
de réquation aux dérivées partielles A^O = 0. Or l'Analyse, dans 
son état actuel, n'a pas de méthode générale de recherche des 
solutions singulières des équations aux dérivées partielles du 
second ordre. M. de Salvert appuie ces remarques générales de 
lexamen d'un cas particulier : il cherche directement, en vue 
d'en faire usage pour une question ultérieure, l'intégrale générale 
en coordonnées rectilignes de l'équation aux dérivées partielles 
des surfaces coniques isothermes. Cette équation est (comme 
pour les surfaces cylindriques) de la forme 

(Pu d^ii 

et il semble impossible, au premier abord, de déduire de l'inté- 
grale générale une solution particulière évidente de cette dernière 
équation. 

Puisque l'intégrale générale de l'équation Ajd =» 0, ou 
Aji-f- (A^i)«p. «=0, ne peut servir à voir à coup sur si une 
famille de surfaces L(x, y, z, X) = est isotherme, il y a lieu de 
chercher une solution directe de cette question. Voici, en sub- 
stance, celle que M. de Salvert a imaginée, dans ce but, pour les 
surfaces algébriques. Il déduit de la relation L = 0, 

$L âldx (f'L S'L dx J»LdA* âlcPx 

I ^ Q ^ 2 l_ ^ _-_ Q 

Sx (?A dx ' (^x* âx^x dx (?A* rfx* âx dx* ' 

et deux couples de relations analogues en y et z. En ajoutant 
les trois secondes équations de chaque groupe, après en avoir 
éliminé ^, ^, ^ au moyen des premières, et tenant compte de la 
relation A2X •+• (A|X)Y}1 «=3 0, il obtient la relation fondamentale 



[Ei \ï? ^ ^ "*^ ^J "~ "^ \jjc ^x^>< ^ ^y ^y^^ ^z âz6K\ 

4S-MS][(S'^(S)'-(S)']-- 



(S) 
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Si L => est de degré m et a n coefficients, Téquation (S) 
sera de degré 3m — 2 et en aura un nombre N, toujours 
supérieur à 2n, si m surpasse Tunité. L'équation (S), si L »» 
représente une famille isotherme, devra être vérifiée quels que 
soient x, j/, z. Elle se dissociera donc en IV équations différen- 
tielles du second ordre en \ entre les n coefficients de Téqua- 
tion L»>0; ces équations sont linéaires par rapport aux 
dérivées secondes, et comme leur nombre est supérieur au 
double du nombre des inconnues, on peut espérer qu'en général 
elles se réduiront à un nombre de N — n équations du premier 
ordre, formant un système surabondant. Par suite, sauf le cas 
que nous allons dire où ces N équations ne seraient pas toutes 
indépendantes, leur système intégral général contiendra au plus 
n constantes arbitraires, résultat extrêmement important, comme 
on le verra plus bas; dans le cas exceptionnel mentionné tout à 
rheure au contraire, où Télimination des dérivées secondes ne 
fournirait ainsi qu'un nombre n — k d'équations distinctes du 
premier ordre, les inconnues se trouveront déterminées par un 
système qui, ramené à la forme dite normale, serait d'ordre n + Ar, 
et conséqiicmment il ne pourra entrer au plus dans leur expres- 
sion la plus générale que ce même nombre n -«- ii; de constantes 
arbitraires. — D'ailleurs, dans tous les cas, comme la question 
ne dépend plus que d'équations différentielles ordinaires, on ne 
risque plus de laisser échapper les solutions singulières comme 
dans le cas où la question était traitée au moyen des équations 
aux dérivées partielles. 

Le reste du Chapitre contient la recherche des familles 
isothermes de plans, de sphères, de surfaces du second ordre, 
et enfin la démonstration de ce théorème: // n'eaciste pas de 
famille isotherme de la forme Ax" -f- By* h- Cz* =» cons/., si m 
est entier et supérieur à S. Chacun de ces différents sujets est 
traité à fond et minutieusement, et pour chacun d'eux le résultat 
confirme exactement les prévisions déduites à priori de la théorie 
générale que nous venons de résumer. Il convient de dire un mot 
en particulier des surfaces isothermes du second ordre. M. de 
Salvert démontre deux fois qu'il n'y en a pas d'autres que celles 
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qu'avait indiquées Lamé. Dans T Appendice, iMe prouve directe- 
menty en considérant les trente-cinq équations différentielles dans 
lesquelles se décompose (S) quand on considère une surface 
générale du second degré. Au moyen de notations condensées » 
il parvient à mener à bonne tin les calculs en apparence effrayants 
auxquels conduit son ingénieuse méthode, et à retrouver les 
résultats obtenus plus simplement dans le texte même du 
Mémoire. Là, il cherche et trouve les surfaces isothermes de la 
forme Ax' -h By' -+- Cz* = H, en appliquant la méthode basée 
sur la relation (S), puis il en déduit les paraboloïdes isothermes 
par déformation des surfaces prinfSitivement trouvées. Effectuant 
ensuite un changement de coordonnées rectilignes, il montre que 
les surfaces isothermes obtenues antérieurement contiennent 
alors n= 10 constantes arbitraires, et, par suite, qu'elles sont les 
plus générales de Fcspèce proposée. Comme conclusion, il énonce, 
en les complétant selon qu*il vient d'être dit, les théorèmes de 
Lamé relatifs aux propriétés des quadriques isothermes. 

Gomme on le voit par cette analyse de ces deux Chapitres, ils 
contiennent deux résultats principaux sur lesquels il convient 
d'appeler l'attention. En premier lieu, une méthode ingénieuse 
pour trouver les solutions algébriques, de forme déterminée, 
d'une équation aux dérivées partielles en n'intégrant que des 
équations différentielles ordinaires. En second lieu, la preuve 
rigoureuse de la non<existence de surfaces isothermes du second 
ordre autres que celles découvertes par Lamé. 

Le Mémoire est d'ailleurs écrit d'un bout à l'autre avec une 
clarté remarquable ; partout où nous avons soumis les calculs de 
l'Auteur à une vérification détaillée, nous les avons trouvés 
minutieusement exacts et conduits d'une manière élégante. Peut- 
être le désir de donner à son travail toute la perfection didactique 
qu'il comporte a-t-il parfois entraîné M. de Salvert dans des 
détails un peu longs, principalement dans les observations qui 
précédent et qui suivent les calculs (*), Mais ce défaut s'excuse 



n Nous plaçant k ce point de vue, nous avons transmis directement à M. de Salvert 
quelques petites critiques de détail, dont il a tenu compte lors de l'impression du Mémoire. 
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aisément, si Ton a égard au but d*enseignement oral réalisé par 
TAuteur. 

Nous proposons donc à la section de voter Timpression des 
Chapitres que nous venons d'analyser dans le tome XIII des. 
Annales et d'adresser des remerciements à TAuteur. 

Vendredi, 5 mai 4889. — M. Goedseels continue sa commu- 
nication de la veille sur les figures osculatrices. 

M. Mansion communique la note suivante : 

« Sur V emploi du signe E dans la théorie des fonctions. Dési- 
gnons, suivant Tusage, par E(xX le nombre entier positif ou négatif 
immédiatement inférieur à x, ou égal à x, si x est entier, de 
manière que, par exemple, E(5|) =5, E( — S-J) =—6. 
Au moyen de ce signe E, on pourra représenter, sous une forme 
condensée, des fonctions jouissant de propriétés assez singulières. 
On peut aussi représenter ces fonctions, au moyen des séries et 
des intégrales de Fourier, mais d'une manière moins simple que 
par le secours de E. 

L'expression E(x) représente une fonction nulle de à 1 
exclusivement; égale à 1 de 1 à 2 exclusivement, et ainsi de 
suite. Si X est négatif, E(x) égale — 1 de — 1 à exclusive- 
ment, — 2 de — 2 à — i exclusivement, etc. On peut observer 
que E(x) -+- E( — x) est nul pour x entier, égal à — 1 si x 
n'est pas entier. 

La fonction x — E(x) ne varie que de à 1 exclusivement, 
quand x varie de N à N -h 1 ; elle a 1 pour limite supérieure 
inaccessible. 

L'expression yx=E L^^, | est toujours nulle, sauf pour x=0. 
La suivante 

4fX=» E r» 

^ i -4- (Ex)« 

est égale è l'unité de zéro à 1 exclusivement, nulle pour toutes 
les autres valeurs de x. La fonction plus compliquée 



^x^ ^x • 



i -t-ix—iY 
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est égale à Tunité de zéro à 1 inclusivement, nulle pour les 
autres valeurs de x. 

Au moyen de la fonction cpx, il est facile de former des fonc- 
tions discontinues ayant une valeur nulle pour toute valeur de x, 
sauf un certain nombre de valeurs isolées. Ainsi 



Af (x — o) • 



.(X — 6)-t- Cf(x — c), 



est égale à A pour x =» a, à B pour x = 6, à C pour x =» c, 
nulle pour toute autre valeur de x. 

En recourant à x^ ou à ti/x, on obtient des fonctions nulles 
partout sauf, par exemple, de a à 6, inclusivement ou exclusi- 
vement. Ainsi 



(^j 



est égal à Funité depuis x = a, jusque x = 6, nulle ailleurs. La 
fonction 

est égale à /x de a à 6, nulle ailleurs. La sérié 



'x — - 



\ 



i — 






I 

'si 



^ 



'-4 



= i *(2x - 1 ) -H 1 f (6x - 2) + U (12x - 3) -f- - 
3 4 5 

représente une fonction (intégrable de à 1) qui est égale à 
pour x= 1, égaie à ^ de ^ à 1 exclusivement, à | de f à 5^, et 
ainsi de suite. 

L'expression très compliquée 



EV^E(x*) 



est égale à 



Î2 /** sîn ctxdoL 
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c'est-à-dire qu'elle est nulle pour x=> 0, égale à I pour x posi- 
tify à — 1 pour X négatif. 
La fonction 

F{x,y)=- ""-^ 



.. ^. y. ^ E f J i ^,) 

\i -H X* -♦- yV 

est nulle : 1* pour ac =a 0, y = 0; 2* pour x ==» 0, y quelcon- 
que ; 3*" pour y = O^x quelconque. Elle est égale au quotient 
Qcy : (x* -♦- y*) pour x et y différents de zéro. Pour x=0, j/œ:0, 
F (x, y) est une fonction continue si x varie seul; elle est aussi 
continue si y varie seul ; mais elle est discontinue, si x et y varient 
simultanément.Car si, par exemple,^ = A:x, on trouve F = ^^j^^, 
valeur qui n'a pas zéro pour limite, quand lim x^^O, k étant 
fixe. » 

M. Gilbert observe que la notation Lim (= limite) peut servir 
à peu prés aux mêmes usages que le symbole E. 

Il fait part ensuite à la section de la suite de ses recherches 
sur les applications de la formule d'Ostrogradsky. 

M. Mansion présente les considérations suivantes «tir la 
géométrie non euclidienne : 

« I. Parmi les géoméires qui au commencement de ce siècle 
ont bien reconnu les difficultés que présente un exposé scienti- 
fique de la géométrie élémentaire, on peut citer le grand Ampère. 
On trouve, en effet, dans sa Philosophie des sciences, le curieux 
passage suivant : 

« Reid a montré que si Thomme était réduit au simple sens 
de la vue, ne pouvant dès lors connaître que l'étendue superfi- 
cielle à deux dimensions, et prenant pour des lignes droites ce 
qui serait réellement des arcs de grands cercles tracés sur une 
surface sphérique dont le centre serait dans son œil, les triangles 
qu'il considérerait comme rectilignes pourraient avoir deux 
angles ou même leurs trois angles droits ou obtus, et que la 
géométrie d'uu tel homme serait toute différente de la nôtre, 
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deux de ces lignes qu'il prendrait pour droites se rencontrant, 
par exemple, toujours en deux points, en sorte que la notion de 
deux droites parallèles serait contradictoire pour lui ». 

« Enfin, on sait que le théorème fondamental de la théorie 
des parallèles, lorsqu'on les considère comme existant réelle- 
ment, dans Tespace à trois dimensions, ne peut être rigoureu- 
sement démontré. C'est que ce théorème est fondé sur des 
propriétés de l'espace qui supposent les trois dimensions et 
l'infinité de l'étendue (*) ». 

II. FouRiKR, dès 1795, avait aussi signalé quelques-unes des 
difficultés de la géométrie ordinaire (**) et avait proposé de 
définir nettement la sphère, le plan et la droite, au moyen de 
l'idée de distance seule, considérée comme notion première irré- 
ductible : la sphère est le lieu des points équidistants d'un seul 
point, le plan est le lieu des points dont les distances à deux 
points fixes sont égales, la droite celui des points dont les 
distances à trois points fixes sont égales. Monge fit diverses 
objections aux vues de Fourier, mais sans se douter que ces 
définitions peuvent conduire indifféremment à la géométrie 
euclidienne ou aux deux sortes de géométrie non euclidienne. 

M. De Tilly, dans son Essai sur les principes fondamentaux 
de la Géométrie et de la Mécanique (1879), a montré, en effet, 
que l'on peut établir les principes de la géométrie générale, en par- 
tant de définitions analogues à celles de Fourier; il avait prouvé 
antérieurement (1873) l'impossibilité de démontrer le postulat de 



(*) Ampère, Essai sur la philosophie des sciences. Première partie (Deuxième 
édition; Paris, Mallet-Bacheiier, 4856), p. 64. Ampère ajoute : c Les vérités géométriques 
ont donc une réalité objective qui ne se trouve pas dans celles de l'arithmologie ». Deux 
pages plus haut, il dit encore : « Les vérités dont se composent l'arithmologie résultent 
de l'identité des nombres représentés sous différentes formes au moyen des signes con- 
venus, tandis que les théorèmes de la géométrie ne sont vrais qu'en vertu des propriétés 
de l'espace ». Et plus loin : c Or, que ces distinctions successives (surface, ligne, point) 
s'arrêtent à la troisième, cela ne dépend pas de la nature de notre esprit, mais d'une pro- 
priété de l'espace, tel qu'il existe réellement, et qu'on exprime en disant qu'il a trois 
dimensions ». 

(**) Séances de VÊcole normale; Débats, t.!*', pp.â8-33; séance du S6 pluviôse an III 
(14 février 1795', sous le titre : Géométrie descriptive , Monge professeur. Le passage 
complet est reproduit dans Mathesis, 1889, t II, pp. 139-141. 
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la parallèle unique, non seulenoent par une construction plane, 
mais aussi par une construction quelconque. Les trois espèces 
(le géométrie sont caractérisées par les relations qui existent 
entre les trois côtés d'un triangle et Tun de ses angles, savoir : 



a' = 6' -4- c* — 26c cos A, 

'' © = ''' (^) ''' il) -^ ''" (D ''" tî) ''' ^' • 
C.(?)-Ch(3c.(î)-Sh(^)sK(3»sA, , 



. (2) 
. (3) 



où * est la constante du système spécial de géométrie (2), / celle 
du système (3) (*). 

III. On peut caractériser autrement les trois systèmes de 
géométrie, en ne faisant intervenir que les distances, et en 
excluant les angles, comme nous Ta fait observer M. De Tilly 
dans des communications encore inédites (**). La géométrie eucli- 
dienne (à trois dimensions), dans cette manière de voir, est 
contenue tout entière dans la relation de Lagrange entre les dix 
distances de cinq points. Cette relation a été mise par Gaylay 
sous la forme : 






1 









dn 




rf.. 




rfu 




d„ 



1111 

'^n dn au c/« 

r/o rfî4 ^^«5 



du 
rfs5 







w 



n Aa point de vue analytique, on peut observer que (3) contient (3), si l'on fait 
k^l V—i, et (i) si l'on fait iir «- oo. On peut faire la même observation au S HI, sur les 
trois relations analogues à (4) : elles rentrent aussi l'une dans l'autre, moyennant des 
sabstitotions analogues. De plus, on pourrait y remplacer chaque distance ^ de deux 
points par une fonction quelconque f ['J) d'une autre quantité, qui pourrait aussi être 
appelée distance de ces points, à un point de vue abstrait. Nous ne regardons pas comme 
distinctes la relation entre les dix distances A ou les dix distances ^de cinq points. 

(**) Voir toutefois le Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 3* sér., t. XIV (1887), 
p. 1015, lignes Si à 25. 
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symétrique par rapport aux carrés d^ des dix distances. Si Ton 
représente cette relation par (1 3345) =5 0, et les relations analogues 
entre les points 1, 2, 3, 4, 6 et 1, 2, 3, 5, 6 par (12346) — 
et (12356) => 0, on sait que ces relations (12345) <=» 0, 
(12346)=.0et(12356)=0,ontpourconséquence8(12456) = 0, 
(1 3456) «= et enfin (23456) = 0. 

Des relations analogues à (4) et jouissant de la propriété 
analogue caractérisent les deux sortes de géométrie non eucli- 
dienne, mais elles n'ont pas été données explicitement jusqu*ici. 

La vérité la plus importante de la géométrie générale est 
celle-ci : il n'existe que trois relations analogues à (4) jouissant 
de la propriété signalée plus haut, laquelle exprime Thomo- 
généiié de l'espace (*). Si Ion parvenait à démontrer directement 
ce théorème d'analyse, il en résulterait probablement une grande 
simplification dans l'exposé de la géométrie générale. 

IV. La géométrie euclidienne est contenue implicitement tout 
entière dans la relation (4). La géométrie euclidienne plane est 
renfermée implicitement dans la relation analogue qui lie les 
distances Xj y^ z d'un point aux trois sommets d'un triangle 
ayant pour côtés a, 6, c, savoir : 



0, 



ou même dans la relation de Stevart, 

t'y -*- c'« = ax' -I- ayz, (5) 

si a = 2/ -»- z. 

Rien n'empêche d'introduire les angles d'une manière pure* 



D Pour qne ceci soit yrai, pris à la lettre, il faut préciser la notion de distance par 
cette condition supplémentaire : la somme iS 4- S3 des distances i2, 23 a pour minimum 
la distance i3, quand 3 varie, i et 3 étant fixes. 
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ment formelle, dans cette géométrie où tous les théorèmes sont 
des rétentions entre les distances. Il suffit de déOnir les angles 
A» B« C d*un triangle par les formules 

eosA>=: -; » 008 B = » 008 C= ; , 

26c Âoc 26c 

Ay B, C n*ont ici aucune signification géométrique. La rela- 
tion (5) exprime que les angles (xy\ (xz) sont supplémen- 
taires. On prouve aisément que A -4- B 4- C = tt, angle (6x) 
-h angle (ex) = angle (6c) ; angle (ab) «= angle (z6), angle (ac) 
= angle (yc). 

Grâce à cet emploi apparent des angles, on peut rapprocher 
Texposé scientifique de la géométrie euclidienne de celui que 
Ton emploie ordinairement dans les manuels élémentaires (*) ». 

La section procède ensuite au renouvellement de son Bureau. 
Sont élus pour Tannée 1889-1890 : 

Président, MM. Ch. Lagasse. 

Vice 'Présidents, le ¥*• de Salvert et J. Garnov. 

Secrétaire, H. Dutordoir. 



Deuxième section. 

Jeudi, 25 octobre 4888. — M. Lemoine présente quelques 
considérations relatives à Faction de la lumière sur les actions 
chimiques (Cette communication sera publiée ultérieurement 
dans les Annales). 

Jeudi, 31 janvier 1889. — M. Van Bierviiet fait connaître un 
nouvel aréomètre-balance imaginé par le professeur Joly et décrit 



n Ceci suppose la trigonométrie générale éublie indépendamment de la géométrie 
enclidienne. C'est ce qu'a fait Seidkl dans le Journal de Creile, 4871, t. LXXIII, 
pp. 273-294, d'une manière assez élémentaire (Voir Lipschitz, Lehrbuch der Anatysis, 
II, pp. 75-82). 
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par lui dans le Philosophical Magazine. Le flotteur est une sphère 
légère en verre ou en métal, portant un Gl métallique fin auquel 
est suspendu un bassin de balance. Ce flotteur est immergé dans 
Teau que renferme un vase en forme de ballon renversé. Un 
obturateur percé d'un petit trou pour le passage du fil fermant 
le goulot du ballon, Teau se trouve maintenue par la pression 
atmosphérique. M. Joly montre sans peine que la sensibilité 
relative de son appareil est indépendante de la charge; il sufiit 
d'ailleurs d'un milligramme sur une charge de 100 grammes 
pour écarter le flotteur de sa position d'équilibre. 

Samedi, 4 mai 1889. — M. Wiiz présente la note suivante au 
sujet de la self-induction des courants : 

« Les machines-dynamos excitées en série sont sujettes à de 
fréquents renversements de pôles, qui ont été signalés maintes 
fois dans la pratique, mais dont l'élude théorique n'a pas encore 
été faite; j'ai été amené à m*occuper de cette question par la 
rencontre fortuite d'une de ces machines douée d*une extrême 
instabilité. J'avais appliqué à un transport d'énergie à distance 
deux petits dynamos, du genre Edison, qui ne différaient l'un 
de l'autre que par le mode d*excitation du champ; la génératrice 
était auto-excitatrice, tandis que la réceptrice était excitée séparé- 
ment. Les machines ayant pris leur allure, la différence des forces 
électro-motrices restait généralement constante; mais, pour peu 
que le travail de la réceptrice tombât au-dessous d'une limite 
donnée, et que, par suite, sa vitesse augmentât, on voyait que la 
force électro-motrice de la génération diminuait, et tout à coup la 
réceptrice ralentissait son mouvement, s'arrêtait, puis repartait 
en sens inverse. Dans des conditions déterminées, trouvées après 
quelques essais, on pouvait voir la réceptrice prendre un mouve- 
ment périodique alternatif, exécutant indéfiniment quelques tours 
à droite, quelques tours à gauche, avec une étonnante régularité. 
En même temps, les pôles de la génératrice s'intervertissaient : 
il s'agissait donc d'une inversion périodique des polarités de la 
série-dynamo. 

Cette alternativité des pôles s'obtenait d autant mieux que l'on 
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permeiiail à la réceptrice de prendre une vitesse plus giande et 
que le champ excité artiflciellement dans Teutrefer était plus 
intense. Par contre, on Téviiait en réduisant le champ, de manière 
à empêcher toute augmentation de vitesse. 

La première explication qui venait à Tesprit était la suivante : 
si nous appelons E la force électro-motrice de la génératrice, e la 
force contre-électro-motrice de la génératrice, on sait que 5=^ 
donne Tintensité du courant du circuit; or, e est fonction de la 
vitesse de rotation de la réceptrice. Il existe une vitesse pour 
laquelle e est plus grand que E ; cette vitesse atteinte, le courant 
change de sens, et il doit en résulter une inversion des pôles de 
la série dynamo-génératrice. 

Cette explication n*était pas bonne. En effet, voici ce que j'ai 
observé en mesurant avec soin les vitesses de rotation, les forces 
électro-motrices E et e et Tintensité t du courant. La généra- 
trice faisant 1781 tours, elle développait, sur réceptrice calée, 
10,3 volts; la réceptrice étant libre, celle-ci faisait 252 tours; 
or, les 252 tours de la réceptrice ne pouvaient donner que 
0,98 volt de force contre-électro-motrice; il était donc inadmis- 
sible que e devint supérieur à Ë. 

Une étude plus complète était nécessaire pour arriver à une 
solution rationnelle du problème. Il fallut pour cela déterminer 
avec soin toutes les constantes des machines, les résistances des 
circuits inducteurs et induits, leur self-induction, Tintensité des 
champs, etc., etc., et nous fûmes amené à chercher les caracté- 
ristiques des machines pour diverses vitesses. Ces recherches 
nous conduisirent à l'application du phénomène; nous ne pou- 
vons que rindiquer sommairement. 

Mettons -nous dans les conditions de Tactivité maximum 
définie par Jacobi, la vitesse de la réceptrice étant la moitié de 
la génératrice, soit 1780 tours pour Tune, 890 pour Tautre. 
Construisons les génératrices correspondantes. Soit R la résis- 
tance totale du circuit; menons par Torigine des coordonnées 
une droite faisant avec Taxe des x un angle a tel que tga «= R. 
Cela fait, on tracera une tangente à la caractéristique parallèle à 
cette droite ; elle coupe Taxe des y en un point que nous marque- 
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roQS avec soin, car le point de contact et le point d^intersection 
ont une grande importance. Le premier donne par son ordonnée E, 
le second» par son abscisse» e^ au moment de l*inversion du 
courant et des pôles. Cette construction» dont on peut varier les 
données diaprés chaque condition de marche» permet de se 
rendre compte de tous les faits observés et d*en prévoir même 
beaucoup d*auires» dont la théorie des dynamos» qui est encore à 
faire» pourra tirer parti, i 

M. Lemoine fait connaître le résultat de ses nouvelles études 
sur la dissociation. 

Reprenant les expériences de M. Wurtz sur le bromhydrate 
d*amylène» il s*est attaché surtout i déterminer Tinfluence des 
variations de la pression (Cette communication sera insérée ulté- 
rieurement dans les Annales). 

M. Van Bierviiet expose la méthode dont il se sert pour 
obtenir des systèmes astatiques d*aiguilles aimantées : en cassant 
deux fragments égaux d*une même aiguille d'acier et en les 
plaçant sur le même électro-aimant, M. Van Bierviiet obtient des 
systèmes pour lesquels la durée d*une oscillation double atteint 
40 et même 50 secondes. 

M. L. Henry entretient la section des recherches qu*il pour- 
suit depuis plusieurs années sur la volatilité dans les composés 
carbonés. 

Il s'occupe d'abord de la série des éthers cyanés normaux 
CN — (CH,), — Cqc^p^. 

On connaissait déjà dans le groupe les deux premiers termes» 

êlher cyano-formique CN — Cq^ g éb. i llS» 

« cyano-acélique CN— CH, — C^Qg éb. à ÎIO^ 

Par la réaction sur le cyanure de potassium a) de Téther iodo- 
propionique P ICH, — CHj — C^ ^ ; 6) de l'éther y bromo- 
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batyrique CH, Br — (CH^)) — Cq^ h * '' ^ obtenu les deux 
termes suivants : 

élber cyaoo-propionique CN — (CH^f, — C^^. g éb.l32a«, 
• cyano-butyrique CN — (CH,), - C^^^H^ - U». 

On voit par là que» dans cette série, les relations de volatilité 
deviennent normales dès le troisième terme : 

Différence. 
CN — c/5p„ éb. 1150 

-\OC.H, jg, 

CN-(CH.).-C<^CA. - ^*^ 

M. L. Henry traite ensuite de la volatilité dans les dérivés des 
chaînes carbonées normales 

"- CHj — " CIij .... CHj — CHj • • . • 

Quoique les faits connus soient encore peu nombreux, ils 
suffisent, selon M. Henr)*, pour établir cette proposition : la 
position du radical substituant X dans la chaîne n^influe que 
très faiblement sur la volatilité de la molécule totale lorsque les 
ehainous extrêmes CH3 sont intacts. 

Il nen est pas ainsi lorsque ceux-ci ou du moins Tun 
d*entre eux a été Tobjet d*une substitution antérieure. 

C'est ce que montrent i Tévidence les dérivés acétiques des 
nîtrilcs butyriques a et (3 hydroxylés : CN — CH (OH) — CH2 
— CH, et CN — CHj — CH (OH) — CH3. 

DifféreDce. 
CN-CH(CAOJ — CH,-CH, éb. 186» 

CN — CH,-CH(C,H,OJ — CH, - 210*'^ 

Il est bon de noter qu'il n*existe qu*un seul acétate 

CH, — CH (C,H,OJ - CH,— CH,. 
XIII. e 
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de même qu*un seul alcool biitylique secondaire 

OHg-CH(OH)~CH, -CH,. 

M. Henry décrit ces composés et indique leur mode de pro- 
duction. Il fait connaître en même temps le nitrile correspon- 
dant y oxy-acétique 

CN — CH,-CH,-CH,(C,H,0,) éb. ÏSy. 

M. Henry s^occupe enfin de la volatilité dans les diacé- 
tones, composés dont on compte aujourd'hui un bon nombre, 
grâce aux recherches de divers chimistes et notamment de 
M. von Pechmann. 

De Tensemble de ses recherches, M. L. Henry déduit les pro- 
positions générales suivantes : 

i^ L'accumulation des radicaux substituants Cl, Br, etc., 
0, N, etc., dans un même point des molécules carbonées con- 
stitue pour celles-ci une cause puissante de volatilité. 

Cette influence volatilisante peut aller jusqu^au renversement 
des relations normales de volatilité entre un composé et ses déri- 
vés de substitution : 

CH,-CH,(OC.H.) éb. 550 

CH, — CO (OC,H,) - 1^^ "*" 

CN -CH.(OCH.) - t55« _ 
CN —CO (OC,H,) — 11»»^ 

CH.a. - 40- 

CO Cl, - 8-^ 

2** Celte influence volatilisante dépend tout à la fois du nombre 
des radicaux substituants présents, de leur nature et de leur 
degré de rapprochement. 

3^ Elle est à son maximum alors que ces radicaux sont fixés 
sur le même atome de carbone. 

4^ Elle s'exerce encore alors qu'ils sont fixés sur des atomes 
de carbone distincts, mais voisins, c'est-à-dire directement unis. 

S"" Elle disparait totalement ou presque totalement par l'inter- 
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position d*un seul chaînon CHs entre les atomes de carbone 
distincts auxquels sont attachés les radicaux fonctionnels substi- 
tuants Xy X'9 X'\ etc. 

Ces recherches font partie des études que poursuit M. Louis 
Henry sur la soh'darité fonctionnelle dans les corps composés, et 
notamment dans les composés carbonés, incontestablement un 
des chapitres les plus intéressants de la chimie intramolécu- 
laire (*). 

La section procède à Télection de son bureau pour Tannée 
1889-1890. Sont nommés : 

Président, MM. Lemoine. 

Vice-présidents, Witz et Fa. Dbwalque. 

Secrétaire, A. Van Biervuet. 



Troisième section. 

Jeudi, 25 octobre 4888. — M. le secrétaire dépose un 
mémoire envoyé en réponse à la question mise au concours. La 
section charge MM- Proost, Storms et Buisseret de faire rapport 
sur ce travail. 

M. Dollo expose le résultat de ses recherches sur les Ortha- 
goriscus vivants et fossiles. 

La section propose que son travail, accompagné de planches, 
paraisse aux Annales (ce mémoire sera publié dans un volume 
ultérieur des Annales). 

M. De Lantsheere signale la découverte récente d*un grand 
nombre de textes cunéiformes rédigés en langue assyrienne, et il 
fait ressortir leur importance. 



(*) Voir dans le Bulletin d'août i889 de Y Académie royale de Belgique, 3« série, 
t XVIII, pp. i68-i83, deux notes plus développées de M. Henry sur les recherches résu- 
mées dans la présente communication. 
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Jeudif 31 janvier 4889. — M. Dollo développe de DOiivelIes 
preuves qui mettent en évidence Texistence des Cosloides. 

La section décide que sa note sera insérée ultérieurement aux 
Annales. 

M. le secrétaire donne lecture d'un mémoire envoyé par 
M. Tabbé Smets sur les Siréniens rupéliens. 

Jeudi, 2 mai 1889. — M. Tabbé Smets exhibe une pièce 
osseuse qu'il croit être Thyoplastron d*un Sphargidé du laeke- 
nieuy terrain dans lequel on n*a pas encore signalé de tortue 
semblable. 

M. Dollo fait remarquer que Ton connaît des tortues voisines 
de Sphargis et provenant de Téocène d'Angleterre. 

M. Smets montre aussi un os qu'il considère comme le fémur 
d'une tortue d'eau douce; cet os provient du rupélien. 

Jeudi, 4 mai 1889. — M. Dollo fait la communication sui- 
vante : 

Sur quelques Mosasauriens nouveaux. 

Ces Mosasauriens se rapportent à quatre genres différents, 
dont trois nouveaux. Ce sont: Prognathosaurus Solvayi, Mosa- 
saurus Lemonnieri, Oterognathus Houzeaui et Phosphorosaurus 
Ortliebi. Ils proviennent de la craie brune phosphatée de Ciply 
(sénonien supérieur) et ont été généreusement donnés au Musée 
de Bruxelles par M. Alfred Lemonnier. 

Le genre Phosphorosaurus (dont une partie du crâne seule 
est connue) est caractérisé par ses ptérygoïdes (distincts), son os 
carré (dont l'apophyse supracolumellaire, longue et pendante, 
est rejointe, à son extrémité inférieure, par une apophyse hori- 
zontale de l'extrémité distale dudit os), son frontal (étroit, à 
bords latéraux parallèles), son préfrontal et son postfrontal (exclus 
du bord supérieur de l'orbite), et son trou pariétal (énorme). 

Le genre Prognathosaurus [connu par le crâne (entier et 
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admirablement conservé), la colonne vertébrale et la ceinture 
scapulaire] est fondé sur la diagnose ci-après: Prémaxîllaire 
absolument privé de rostre (correspondant à un museau tout à 
fait camus), avec dents proclives, dont la couronne fait complè- 
tement saillie en avant. Dents susmaxillaires et mandibulaires 
aplaties bilatéralement, recourbées et à facettes bien marquées. 
Frontal large, triangulaire. Préfronlal et postfrontal formant le 
bord supérieur de Forbite, au sommet de laquelle ils se rejoi- 
gnent en pointe. Orbites latérales. Un anneau sclérotique. Trou 
pariéul, plutôt petit. Ptérygoïdes distincts, avec dents proportion- 
nellement énormes. Os carré dont Tapophyse supracolumellaire 
va rejoindre, à mi-hauteur, une apophyse montante et oblique 
de Textrémité inférieure dudit os. Apophyse coronoîde de la 
mandibule, forte. Pas de canal basioccîpital médian. Hypapo- 
physes libres. Pas de sacrum. Haemapophyses soudées. Coracoîde 
sans échancrure. Pas d'interclavicule. Le crâne de Prognatho^ 
scturus Solvayi mesure environ 0"',60 de long. 

Le genre Oierognalhus (connu par la mandibule, des parties 
du crâne et la colonne vertébrale avec ses appendices) est basé 
sur la diagnose suivante : Dents mandibulaires coniques, recour- 
bées, striées, avec un bord tranchant antérieur et un bord tran- 
chant postérieur, s*arrètant assez longtemps avant la fin de l'élé- 
ment dentaire. Ptérygoïdes distincts, avec dents disposées en arc 
de courbe è point d'inflexion. Mandibule extrêmement grêle 
avec apophyse coronoîde (et élément coronoîde) rudimentaire 
faisant à peine saillie sur le bord alvéolaire. Un anneau scléro- 
tique. Pas de sacrum. Haemapophyses libres. 

La section procède au renouvellement de son bureau qu elle 
constitue de la manière suivante : 

Président, MM. Dollo. 
Vice-PrésidenU, le chanoine Swolfs, et le 
R. P. Van den GuEYff. 
Secrétaire, Buisseret. 
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Quatrième section. 

Jetidi, 25 octobre 1888. — Le secrétaire lit une lettre que 
M""* Schneider a adressée au bureau de la section pour la remer- 
cier des paroles d*éloges prononcées sur la tombe de son mari 
par M. le D' Guyiils. Puis on procède à la nomination d*un pré- 
sident de la section en remplacement de M. le D' Schneider. 

M. le professeur Venneman, vice-président, est appelé au 
fauteuil de la présidence, et il est remplacé comme vice-président 
par M. le D' Mœller. 

Conformément à Tordre du jour, M. Cuyiits expose quelques 
considérations sur certaines mesures craniométriques. 

On a prétendu que la fossette palatine était un caractère 
propre aux dégénérés. Cest à (orr, d*après M. Cuyiits, car bien 
des gens à fossette palatine pourraient, sous le rapport de Tin- 
telligence, faire envie à ceux qui ne possèdent point cette parti- 
cularité anatomique. Mais il est un rapport bien moins trompeur 
qui caractérise les dégénérés : c'est celui qui existe entre le dia- 
mètre transversal de la voûte palatine et le même diamètre du 
crâne, tous les deux étant pris dans leurs plus grandes dimen- 
sions! Ce rapport serait, dans la plupart deâ cas, comme i est 
à 6. M. Cuyiits nous montre la photographie d'un imbécile qui 
n'est parvenu à acquérir que des connaissances élémentaires. A 
la moindre excitation, il devient incohérent. Le diamètre trans- 
versal de sa voûte palatine mesure 25 millimètres, celui de son 
crâne, i60 millimètres, ce qui donne le rapport de 1 à 6,4. 

Cet homme a été hydrocéphale, c'est-à-dire que son cerveau, 
subissant la poussée centrifuge du liquide encéphalo-rachidien, 
a déterminé l'expansion du crâne. 

Le rapport sus-indiqué se rencontre le plus ordinairement 
chez les dolichocéphales, rarement chez les brachycéphales. A ce 
propos, M. Cuyiits fait remarquer que le type dolichocéphale se 
rencontre surtout dans la race germanique, le type brachy- 
céphale chez, la race celtique; que le brachycéphale semble 
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doué de plus de vitalité que le dolichocéphale, et que dans les 
unions entre Celtes et Germains, le type celte, qui se caractérise 
par le teint brun, les cheveux noirs, une taille peu élevée, parait 
remporter sur le type germain qui, outre la dolichocéphalie, a 
pour apanage des yeux bleus, un teint pâle, une chevelure 
blonde et une taille élevée. 

M. le professeur Verriest admet que souvent, le plus ordinai- 
rement même, c*est le cerveau qui commande la forme du 
erène, à condition toutefois que les sutures osseuses se conso- 
lident è leur temps. Si la consolidation de Tune d elles est pré- 
maturée, la croissance du cerveau s*en trouve arrêtée à son 
niveau, et Torgane encéphalique pousse ses dimensions en dehors 
de son influence. Ainsi, par exemple, si russification précoce 
envahit les sutures des régions pariétale et temporale, le cerveau 
se développe d^avant en arrière et réalise le type dolichocéphale. 
Néanmoins, on peut admettre, dans une certaine mesure, que le 
développement du crâne, indépendamment de Tossification de 
ses sutures, règle le développement du cerveau. 

M. le professeur Lefebvre admet aussi Tinfluenec des sutures 
prématurées sur certains arrêts de développement du crâne. 

Il cite le cas d*un idiot dont le crâne était comme fondu d*une 
pièce. Pour lui aussi, le liquide hydrocéphalique, par la compres- 
sion qu'il exerce sur le cerveau, peut oblitérer certaines facultés 
sans porter atteinte è d'autres. Certains hydrocéphales sont d'ex- 
cellents mathématiciens. 

M. Verriest rappelle à ce propos que Wagner, qui avait été 
raehitique, était un ancien hydrocéphale. 

M. Huyberechts rapporte qu'un enfant, dont les fontanelles se 
sont prématurément ossifiées, avait une intelligence fort obtuse 
et était sujet à de fréquents spasmes de la glotte. 

M. Proost s'étonne de l'assertion de M. Cuyiits, au sujet de 
la prétendue absorption de la race germanique par la race cel- 
tique, et il se demande comment cette donnée peut se concilier 
avec la persistance actuelle du type germanique. 

M. Cuyiits répond que la phtisie épargne relativement le Celle 
pour s*en prendre souvent au Germain. 



Digitized by 



Google 



— !• — 

Enfin, pour M. Borginon, rinfliienee des races sur leur degré 
de résistance aux maladies ne serait pas telle qu*on veut bien le 
dire. Il croit, au contraire, que cette influence relève bien plus 
des conditions hygiéniques, de la manière de vivre et du milieu, 
que des types divers dont se compose Thumanité. 

Enfin, le dernier objet à Tordre du jour est une communica- 
tion des plus intéressantes de M. le professeur Verriest, relati- 
vement i la saignée. Le temps a malheureusement manqué à 
Torateur pour exposer tout son sujet. Mais nos collègues trou- 
veront, dans un discours prononcé par M. Verriest è TAcadémie 
de médecine, et reproduit par la Revue médicale^ les développe- 
ments complémentaires de sa conférence. 

A la séance du 25 octobre, M. Verriest nous rappelle que les 
questions relatives à la saignée doivent trouver leur solution, 
comme beaucoup d'autres sujets d'ailleurs, dans deux sources 
distinctes de renseignements, qu*il faut contrôler Tune par 
Tautre : Texpérience et Tinduction. 

Sous ce rapport, nous possédons aujourd'hui des éléments 
qui faisaient défaut à nos prédécesseurs. La marche naturelle 
des maladies est mieux connue qu'elle ne Tétait autrefois; les 
statistiques se sont multipliées à Tinfini et, d'autre part, la partie 
expérimentale et physiologique de la saignée a été sérieusement 
étudiée. 

Pour entretenir une irrigation sanguine continue et régulière 
dans tous les organes, il faut d'abord un réservoir soumis à une 
constante et forte pression : c'est le système artériel ; il faut un 
moteur puissant : c'est le cœur; et il faut enfin une sorte de bar- 
rage à la sortie du sang. Cette barrière est constituée par le^ 
anneaux musculaires placés à l'extrémité des divisions artérielles 
et animés par les nerfs vaso-moteurs. Dans les conditions ordi- 
naires d'un fonctionnement normal, pour que la tension san- 
guine soit constante, il importe que la quantité de sang lancée 
par le cœur à chaque systole, dans le système artériel, soit égale 
à celle qui en sort au même moment; il faut que l'élasticité des 
artères soit intacte et que la coniractilité des fibres musculaires 
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périphériques obéisse à rinfluence des vaso-moteurs. On com- 
prend cependant que Téquilibre de cette tension puisse se mou- 
voir dans d'assez larges limites. 

L'ouverture d'une artère romprait cet équilibre, s'il n'y était 
pourvu immédiatement par un jeu adéquat des vaso-moteurs. 

Ils contractent, en effet, les vaisseaux périphériques, dont la 
lumière ainsi rétrécic donne passage à une moindre quantité de 
sang, et ce moindre débit maintient à son niveau une tension 
compromise par un apport atténué. 

C'est par un mécanisme semblable qu'il est pourvu au trouble 
qu'apporterait à la tension sanguine l'ouverture d'une veine. On 
conçoit néanmoins qu'au delà d'un certain écoulement, cette 
tension est impossible è maintenir. 

Les physiologistes ont démontré qu'un animal sain peut perdre 
le tiers de son sang sans compromettre sa tension intravascu- 
laire, et les expériences de M. le professeur Denys, au sujet de 
la régénération du sang, ont prouvé que tous les deux jours on 
peut enlever impunément à un animal le tiers de son sang, de 
façon à lui faire perdre en un mois cinq fois la masse de ce 
liquide. 

Mais si la résistance de l'organisme sain aux soustractions 
sanguines est énorme, il n'en est pas de même de l'organisme 
malade. C'est ce que prouve la remarquable expérience de 
Ludwig. 

Ce physiologiste fait la section du nerf grand splanchnique. 
Il paralyse par là même les fibres vaso-motrices dépendantes de 
ce nerf. Aussitôt les vaisseaux terminaux des viscères de l'ab- 
domen se relèchent, le sang s'y précipite en abondance au détri- 
ment des autres organes frappés d'anémie, et l'animal succombe 
à la syncope. 

Il est évident qu'une paralysie moins complète des vaso- 
moteurs ne détermine pas pareille dilatation vasculaire, et il 
faudrait l'intervention d'une saignée complémentaire pour ame- 
ner l'anémie aiguë. 

Des conditions correspondantes peuvent se rencontrer chez 
l'homme, qu'elles soient dues k des paralysies périphériques 
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causées par Tintoxication alcoolique ou nieotinique, par des 
températures élevées» par des lésions anatomlques» par une 
inflammation, par rartériosclérose» par des neurasthénies vascu- 
laires ou des névroses du sympathique, comme celles que Ton 
rencontre dans la maladie de Graves. Il est certain que toutes 
ces conditions commandent une grande réserve vis-à-vis de la 
saignée. 

Quant au cœur, M. Verriest trouve qu*on Taccuse trop facile- 
ment d*amener les désordres circulatoires. Souvent, au contraire, 
il doit les subir pour avoir lui-même à en souffrir. 

La cause du mal se trouve alors dans les vaisseaux périphé- 
riques paralysés par l'inflammation ou dans les artères désorga- 
nisées par Tathérome, c'est-à-dire dans le système circulatoire 
tout entier, dont on ne doit considérer le cœur que comme une 
simple section. Le cœur, d'ailleurs, présente des ressources infi- 
nies pour remédier aux troubles circulatoires, et il est rare 
qu'une affection cardiaque isolée soit une contre-indication aux 
soustractions sanguines. 

Quant à la quantité et à la répartition du sang dans les diffé- 
rents organes, elles sont extrêmement variables, et nous savons 
combien aussi elles sont sous la dépendance du jeu des vaso- 
moteurs. Avant de pratiquer une saignée, et surtout d'en fixer 
l'importance, on devra s'assurer de la nature des conditions qui 
font en quelque sorte stagner le sang dans différents territoires, 
si l'on veut éviter de provoquer subitement l'anémie d'autres 
régions. 

Les affections inflammatoires de l'abdomen, les sudations 
abondantes, la période de la digestion, l'usage des drastiques 
demandent, quand il s'agit de la saignée, une surveillance toute 
spéciale. 

Ici s'arrêta, faute de temps, la conférence de M. Verriest. 

Jeudi, 2 mai 1889. — M. Goris fait une intéressante commu- 
nication sur les tumeurs de Tarrière-nez, spécialement au point 
de vue opératoire. Il décrit les principales espèces de tumeurs 
que l'on rencontre dans cette région et l'appareil instrumental 
auquel on a recours pour les enlever. 
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M. le professeur Lefebvre demande à M. Goris ce qu'il pense 
du bromure de potassium comme anesthésique, et s*il ne croit 
pas que son action est plus pénétrante que celle de la cocaïne. 

Sans nier celte influence, M. Goris estime que le bromure a 
contre lui les fortes doses qu'il nécessite pour agir, et la lenteur 
ou le retard de ses effets, si on le compare à la cocaïne. 

M. le D' Glorieux présente ensuite deux malades atteints, 
d'après lui, de paralysie agitante, de formes différentes. 

L'un est un homme de 50 ans environ, qui s'est présenté il y 
a lin mois à la consultation de M. Glorieux. Il n'offre aucun 
antécédent morbide; son intelligence est intacte, mais depuis 
trois ans et demi il est frappé dé raideur musculaire et d'une 
torpeur généralisée. Pour copier deux lignes, il lui faut dix 
minutes. La figure de cet homme est immobile comme un 
masque. Aucune partie du corps n'est d'ailleurs atteinte de trem- 
blement. Les auteurs donnent comme principaux symptômes 
de la paralysie agitante la raideur musculaire et le tremblement; 
de ces deux manifestations, la première doit être considérée 
comme la plus importante. 

Outre sa figure impassible, le malade présente un front pro- 
fondément ridé transversalement, des sourcils relevés. Les doigts 
sont étendus, raides. Il appartient au type de paralysie avec 
extension, tandis que d'autres présentent le type de paralysie 
avec flexion. 

Quand il se meut, il avance vers la droite; d'autres, au con- 
traire, marchent droit devant eux. Il présente de l'exagération 
des mouvements réflexes ; chez d'autres, on constate que ces mou- 
vements sont abolis. 

Malgré cet ensemble de symptômes, M. le D' Cuyiits ne con- 
sidère pas le malade comme atteint de paralysie agitante. Il le 
croit plutôt frappé de paralysie générale. Mais l'absence de 
troubles intellectuels, le manque de vomissements, la marche 
empesée, la lenteur de la maladie, bien qu'elle soit progressive, 
engagent M. Glorieux i maintenir son diagnostic. La suite de la 
maladie en éclaircira sans doute la nature. 
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Le second malade présenté par notre collègue offre un type 
plus caractérisé. Il a aussi la face immobile, les membres raides ; 
mais ses mains sont tremblantes. Il a la marche empesée, la 
parole lente et ses mouvements réflexes sont exagérés. 

A la séance du 2S octobre 1888, et précédemment encore, à la 
séance du 27 octobre 1886, M. le D' Guyiits nous avait entrete- 
nus d*une particularité anatomique présentée par le crâne de 
certains aliénés II s agissait de Tétroitesse de la voûte palatine 
mise en regard de la largeur du crâne. 

Notre confrère revient aujourd'hui sur le même sujet pour le 
confirmer à nouveau et présente, à Tappui de son dire, la photo- 
graphie d*un aliéné en traitement dans l'établissement dont il a 
la direction médicale. Chez un sujet sain, il existe entre la voûte 
palatine et la largeur du crâne le rapport assez constant de 1 à 4. 
Chez les dégénérés, la voûte palatine, fréquemment réduite, 
modifie ce rapport dans les limites de 1 à 5, S V2 ^^ ^ Vi* 

La photographie présentée par M. Cuyiiu est celle d*an épi- 
leptique dont la voûte palatine mesure 29 millimètres et le dia- 
mètre transversal du crâne 168 millimètres, c'est-à-dire qu'ils 
sont enUre eux dans le rapport de 1 à S,7. 

Pour expliquer Tétroitesse de la voûte palatine et Texagéra- 
tion du diamètre transversal du crâne, M. Cuyiits avait invo- 
qué Texistence d'un mouvement de rotation des os pariétaux, 
des temporaux et des maxillaires, faisant système, autour d*un 
axe fictif antéro-postérieur et passant par l'articulation temporo- 
maxillaire. Ce mouvement trouverait ordinairement sa raison 
d'être dans l'hydrocéphalie du jeune âge ou une autre maladie 
du cerveau. 

Mais il parait, ajoute M. Cuyiits, que normalement, chez les 
nouveau-nés, on voit souvent la voûte palatine s'accroître dans 
le sens de sa longueur et se rétrécir dans le sens transversal. 

La rupture du rapport qu'il constate, chez les aliénés, entre 
la voûte palatine et le crâne, ne serait due ainsi qu'à l'exagéra- 
tion d'une modification qui se produirait souvent dans notre 
jeune âge. 
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ASSEMBLÉES GÉNÉRALES 



ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 25 OCTOBRE 1888.. 

Dans rassemblée générale du 35 octobre « la conférence a 
élé iaite par M. A. Buisserel» préfet des études et professeur au 
collège communal de Nivelles, sur k$ stations zoologiques au 
bord de la mer. 

Depuis quelques années, il s*est établi au bord de la mer des 
stations où les savants vont observer et étudier la faune si riche, 
si variée et si intéressante des océans; on trouve des labora- 
toires de ce genre en Angleterre, en Allemagne, en France, en 
Italie, en Autriche, en Hollande, en Amérique, en Australie. 

Quelques-uns de ces observatoires zoologiques ont été fondés 
par rÉtat; la plupart sont dus à Tinitiative de quelque savant ou 
d'une société scientifique. 

Certains d'entre eux sont fort modestement installés ; ainsi les 
Hollandais possèdent une station volante, faite tout entière en 
bois, qu'on peut démonter et remonter en moins de trois jours; 
on la déplace donc facilement d*une année à Tautre, ce qui 
permet d*étudier successivement les populations animales des 
diflerentes régions de leurs côtes, si pauvres au point de vue 
zoologique. 

La station de Roscoff, petite ville du département du Finistère, 
est une dépendance de la Sorbonne. Les naturalistes qui y 
séjournent profitent de ce que la marée basse découvre une 
grande étendue de la grève pour se meure « en chasse. » Chaussés 
de grosses espadrilles, munis de seaux en toile, de bocaux et de 
leviers, ils inspectent les flaques d'eau, fouillent le sable mouillé 
et soulèvent les pierres; une telle excursion est toujours intéres- 
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sante, instructive et fructueuse. A certains jours, les embarcations 
du laboratoire conduisent les naturalistes jusqu'en pleine mer; 
là, on jette la draguê, c'est-à-dire un cadre de fer muni en arriére 
d'un filet en forme de poche; le cadre racle le fond de la mer, 
détache les animaux qu*il rencontre et les jette péle-méle avec 
des cailloux et de la vase dans le filet. On drague en outre au 
moyen de filets de toutes sortes et de gros paquets dëtoupe» 
appelés fauberts, qui accrochent et ramènent les animaux les 
plus variés. 

Dans les laboratoires, les chercheurs trouvent tous les instru- 
ments nécessaires à Texamen , à la dissection et à l'observation 
des animaux. — Ce serait d'ailleurs une erreur de croire que ces 
travaux n'ont qu'une utilité purement scientifique. Le conféren- 
cier cite à plusieurs reprises des localiti^ où la pisciculture et 
surtout l'ostréiculture ont pris un essor considérable grâce aux 
recherches entreprises dans les laboratoires voisins. 

Plusieurs stations zoologiques sont établies sur les bords de la 
Méditerranée. Une des plus anciennes, la mieux outillée «t la plus 
célèbre, est celle de Naples, fondée et entretenue principalement 
par des capitaux allemands; la construction, l'ameublement 
scientifique et les machines ont coûté environ STO^OGO francs ; 
actuellement, les dépenses annuelles sont à peu près de 
100,000 francs. 

Comme il n'y a pas de marée dans la Méditerranée, les pro- 
cédés employés pour la récolte des animaux n'y sont pas ceux 
qui ont été indiqués tout à rheure. Parfois on se contente de 
ramasser les animaux que les vagues rejettent sur la côte; quand 
on le peut, on profite de la transparence des eaux pour pécher 
près du littoral; souvent les embarcations du laboratoire condui* 
sent les savants an large, et là on recourt à la drague, aux fauberts 
et aux filets. Enfin quelques stations, notamment celle de Naples, 
possèdent un scaphandre ou appareil à plongeur; grâce à cet 
engin, des naturalistes parviennent à séjourner sans inconvénient 
pendant deux heures à une profondeur de 10 mètres. Cette 
méthode de recherche est préférable à la drague, qui endommage 
beaucoup d'animaux et en laisse échapper un grand nombre. 
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En Belgique, depuis une cinquantaine d*années, M. P.-J Van 
Beneden, Tillustre professeur de TUniversité de Louvain, pos- 
sède à Ostende un laboratoire particulier, où il a entrepris des 
recherches mémorables, el où sont venus travailler bien des 
naturalistes étrangers aujourd'hui célèbres. 

Il y a quelques années, on a installé fort modestement, toujours 
à Ostende, une station qui était en quelque sorte une annexe des 
universités de Gand et de Liège, sous la direction M. Éd. Van 
Beneden. On y a entrepris des dragages méthodiques, qui ont 
appris que la faune de nos côtes est relativement riche. 

Enfin, à une séance récente de la classe des sciences de TAca- 
demie royale de Belgique, M. P.-J. Van Beneden appuyait, dans 
le rapport qu'il avait été chargé de présenter, un projet émané 
de M. de Stuers pour la création à Ostende d'un grand aquarium, 
qui serait pour le public une source de distractions et servirait 
en même temps les intérêts de la science et des pêcheries 
nationales. 

La Bévue des questions scientifiques, livraisons de janvier et 
d'avril 1889, a publié les développements de cette conférence. 



II 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 31 JANVIER I8S9. 

M. le lieutenant général Jacmart, membre de la Chambre des 
Représentants, entretient l'assemblée du Congo et de l'esuvre 
antiesclavagiste de Belgique. 

Le général Jacmart expose d'abord brièvement les actes de 
la Conférence de Berlin qui ont déterminé les relations entre le 
nouvel État Indépendant du Congo et les puissances ayant des 
possessions en Afrique. 

Il indique quelles sont les limites du nouvel État, et pour 
quelles raisons elles ont été fixées de la manière un peu bizarre 
qu'elles affectent. 
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Après avoir rendu justice aux efforts généreux faits par le 
Roi des Belges pour arriver à la constitution actuelle de TÉtat 
Indépendant, et avoir montré quels énormes avantages la 
Belgique pourrait retirer d*une union plus intime avec cet État, 
le général passe aux motifs qui ont guidé TAssociation anti- 
esclavagiste dans Tœuvre qu'elle a commencée. 

Il discute les moyens d'action de cette association, et démontre 
que non seulement son entreprise n*est pas impossible, comme 
on Ta dit, mais qu'elle a toutes chances de réussir. 

Il termine par un appel chaleureux au concours de tous les 
Belges pour fournir à l'Association les moyens matériels de 
mener à bien sa généreuse entreprise. 



la 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JBDDI S MAI 1889. 

La Société scientifique de Bruxelles ayant perdu inopinément 
son secrétaire, le R. P. Carbonnelle, enlevé par la mort le 4 mars 
précédent, le Président de la Société, M. Georges Lemoine, 
ingénieur en chef des ponts et chaussées et examinateur de 
sortie à l'École polytechnique, a bien voulu se charger de faire 
le rapport annuel. Voici le texte de ce rapport : 

Messieurs, 

En nous retrouvant ensemble dans cette session de Pâques, 
notre sentiment à tous est celui d'une profonde tristesse. C'est 
en ce moment que notre cher et vénéré secrétaire, le R. P. Car- 
bonnelle, devait vous entretenir, comme il le faisait depuis 
treize ans, de la situation de la Société scientifique de Bruxelles. 
Il en avait été le principal fondateur, il en était l'âme, il nous 
y avait tous attirés. Il a été enlevé à notre respectueuse affection, 
au moment où nous croyions tant pouvoir compter encore sur 
lui. Son souvenir et ses enseignements resteront vivants parmi 
nous ; nous espérons qu'il contribue encore du haut du ciel à 
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soutenir cette société qui lui doit tant de reconnaissance et qui 
a été ToMiTre principale de sa vie. 

Le R. P. Carbonnelle avait le rare privil^e de réunir des 
qualités qui, le plus souvent, se trouvent seulement isolées chez 
les hommes. Il joignait à une rare intelligence une prodigieuse 
puissance de travail; il avait Tesprit d'invention d*un savant 
mathématicien avec une érudition profonde, avec une admirable 
fiieilité de vulgarisation. Par-dessus 'tout, il était un grand et 
vigoureux chrétien, un prêtre plein d'ardeur pour sa foi, com- 
prenant toutes les nécessités et tous les besoins du temps 
présent. 

C'est notre désir à tous que Fassociation de ces deux grandes 
forces, la science et la foi, soit de plus en plus fréquente, comme 
elle Ta été aux grands siècles de la civilisation chrétienne. Pour 
faire disparaître les attaques faites à la foi religieuse au nom de 
la science, le meilleur moyen est de montrer qu1l y a beaucoup 
de vrais savants qui sont en même temps de vrais chrétiens. 

Outre notre très regretté secrétaire, la Société a eu la douleur 
de perdre depuis un an treize autres membres. 

(Ici Forateur donne lecture de la liste des membres décédés. 
Voir plus haut, page 32.) 

M. de Cannart d*Hamale était un de nos membres fondateurs. 

M. le D' Deigeur avait été président de la Société en 1883- 
1883. Il était bien connu par son érudition, par ses travaux de 
géographie et d*égyptologie ; c'était Tun des plus fidèles colla- 
borateurs de la Bévue des questions scientifiques. 

Dans la vie, pour les sociétés comme pour les individus, les 
événements tristes s'entre-croisent avec les événements heureux. 

Une des grandes satisfactions qu'a éprouvées depuis un an la 
Société scientifique de Bruxelles a été l'élévation de l'un de ses 
fondateurs. M*' Goossens, archevêque de Matines, à l'éminente 
dignité de cardinal. Nous avons ainsi à l'heure présente trois 
cardinaux parmi nos membres : leurs Ém~ M'" Haynald, Vannu- 
telU et Goossens. 

Ces jours derniers, S. Exe. M*' Ferraia, nonce apostolique à 
XIII. f 
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Bruxelles, a bien voulu accepter d'être membre de noire Société, 
comme pour continuer et confirmer les encouragements que 
nous a déjà donnés plusieurs fois le Souverain Pontife. 

C'est pour nous tous un grand honneur d'avoir dans noire 
association ces hauts dignitaires de l'Église : c'est en même 
temps un précieux appui pour le présent et pour Tavenir de la 
Société- 
Dans Tordre scientifique, nous avons aussi plusieurs événe- 
ments heureux à mentionner. 

H. de Heen, professeur à l'Université de Liège, a été élu 
membre de l'Académie royale de Belgique. 

M. de Bussy, directeur des constructions navales à Paris, et 
héritier des traditions établies pour la marine française par 
Dupuy de Lôme, a été élu membre de l'Institut. 

M. Boussinesq, également de l'Institut, est devenu membre de 
notre Sociéié : il lui est aussi fidèlement attaché que l'était son 
illustre prédécesseur M. de Saint- Venant. 

M. Dollo, notre conférencier d'aujourd'hui, vient de recevoir 
à Londres, pour ses travaux paléontologiques, la haute distinction 
du prix LyelL C'est la première fois que ce prix est décerné à 
un savant belge. M. Dollo l'a obtenu tout entier, sans partage, 
ce qui n'est arrivé que sept fois en quinze ans. 

Après la perte si douloureuse de notre éminent secrétaire, 
notre situation peut se comparer è celle d'une famille de frères 
qui ont perdu leur père. Au milieu de leur deuil et malgré leur 
chagrin, il leur faut s'occuper d'affaires, se mettre au courant 
des détails d'une administration dont les déchargeait la sollicitude 
d'un père bien-aimé. 

C'est ainsi que le devoir de votre président est aujourd'hui de 
vous faire connaître exactement l'état où le R. P. Carbonnelle a 
laissé l'œuvre qu'il a fondée avec vous. 

Le nombre des membres de la Société scientifique de Bruxelles 
est aujourd'hui de 523, dont 340 Belges et 183 étrangers. II 
était l'année dernière de 540. Les décès suflBsent à peu près à 
expliquer cette diminution. Cependant il faut tous nous rappeler 
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€oinbien le R. P. Carbonnelle nous recommandait de faire un 
peu de propagande, en Belgique surtout. 

La Revtie des questions scientifiques compte aujourd'hui 
831 abonnés; il y en avait 853 il y a un an : ici encore la dimi- 
nution peut être attribuée aux décès. Ce nombre si considérable 
d'abonnés montre la puissance qu a aujourd*hui cette œuvre de 
vulgarisation. 

L'état détaillé des comptes, qui va vous être présenté par M. le 
Trésorier, vous montrera que les finances de la Société sont dans 
une situation excellente. Ce résultat est dû, pour une grande 
partie, au R. P. Carbonnelle, car il s'occupait très activement de 
l'administration aussi bien que de la direction scientifique. 

Le Conseil de la Société espère être prochainement à même de 
vous faire des propositions définitives pour reconstituer le secré- 
tariat, si malheureusement vacant depuis bientôt deux mois. En 
attendant, rien n'est arrêté dans le fonctionnement régulier de 
notre œuvre. Toutes les affaires courantes sont expédiées par le 
R. P. George, qui était déjà associé au travail du R. P. Carbon- 
nelle. Les Pères du Collège de Saint-Michel veulent bien toujours 
donner Thospitalité à notre secrétariat, et c'est toujours 14, rue 
des Ursulines, à Bruxelles, que toutes les communications 
doivent être adressées. 

Nos publications avaient été préparées par le P. Carbonnelle 
avec son soin habituel. Quoique surpris par la mort, il a laissé 
les affaires de la Société en si bon ordre que tout ce qu'il avait 
entrepris a pu être continué sans interruption. 

Ainsi le numéro d'avril 1889 de la Revue des questions scien- 
tifiques a pu être imprimé et distribué sans aucun retard. On 
arrivera certainement à faire paraître de même le numéro de 
juillet. 

Les Annales de la Société se trouvent en retard, car le volume 
de 1887-1888 n'a pas encore paru. Il est prêt, cependant, et sera 
distribué d'ici à un mois environ. Le volume suivant de 1888- 
1889 paraîtra également d'ici à la fin de l'année, et ainsi tout se 
trouvera au courant. 

La réduction à trois jours de notre session actuelle et la fixa- 
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tien des dates décidées par le conseil ont été motivées principa- 
lement par la réunion do congrès catholique tenu à Malines : on 
a voulu éviter la coïncidence des deux réunions. 

Cet exposé suffit pour monu^r dans quelle situation prospère 
le R. P. Carbonnelle a laissé Tœuvre à laquelle il s*était consa- 
cré tout entier depuis quatorze ans. Peu d'entreprises ont eu un 
succès comparable à la sienne. Il a fait une réalité de ce rêve de 
tant de grands esprits : une sorte d*union internationale entre 
les hommes de science animés de Tespril chrétien. 

L'avenir de cette œuvre dépendra de chacun de nous, de noU*e 
union, de notre zèle à recruter de nouveaux membres, de l'assi- 
duité aux réunions, des travaux que nous apporterons à nos 
publications; car, il ne faut pas l'oublier, la vie d'une société 
consiste avant tout dans ses publications. 

Je termine. Messieurs, par où j'aurais dû commencer; je ne 
saurais assez vous remercier du grand honneur que vous m'avez 
fait en m'appeiant à vous présider pendant Tannée 1888*1889 : 
cette haute distinction restera l'un de mes meilleurs souvenirs. 
Lorsque votre sympathie pour la France a bien voulu, sur l'indi- 
cation trop bienveillante du R. P. Carbonnelle, se porter sur 
mon nom, je ne me doutais pas devoir terminer sans lui, si 
tristement, cette quatorzième année d'existence de la Société 
scientifique de Bruxelles. Dans cette douloureuse circonstance, 
je n'ai guère pu vous apporter que l'assurance de mon dévoue- 
ment au but qu'elle poursuit. Tout ce qu'il y avait à faire pour 
les intérêts de notre œuvre a pesé sur mes deux collègues dans 
la présidence, M. Cousin et M. Lagasse, assistés du conseil. 
M. Lagasse, par suite de sa résidence à Bruxelles, s'est trouvé 
être votre délégué permanent Je suis heureux de le remercier, 
en votre nom comme au mien, de tout ce qu'il a fait pour la 
Société, car je sais avec quel zèle, quelle intelligence, quelle 
sagacité il a travaillé pour vous. Dans quelques jours, vous appel- 
lerez à la présidence, suivant l'usage, un de nos collègues de 
Belgique. Héritier des idées du R. P. Carbonnelle, il pourra 
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donner une direcUon suivie et efficace à la Sociélé dans la situa- 
tion nouvelle où elle se trouve. 

Mais le but qui nous a réunis est tellement élevé, ce but est 
si bien compris par tous les chrétiens vraiment intelligents et 
instruits, quil faut a?oir confiance et en vous-mêmes et en la 
Providence. Votre œuvre, Messieurs, doit survivre à Thomme si 
éminent et si regretté qui Ta fondée avec vous, et qui Ta fait 
prospérer avec votre concours pendant tant d'années. 

H. Jules De Bruyn, trésorier de la Société, donne ensuite 
kcture du rapport suivant : 

Situation au 5/ mars 4889. 
Débit. 

Frais de bureau, de banque et de recouvrement, fr. 388 30 

— de sessions 383 45 

Impression et eipédition des Annakê 3,278 07 

Remie des questions scientifiques : 

a) Collaboration 4,465 55 

6) Impression 7,989 52 

Aux secrétaires des sections (indemnités). ... 100 • 

Avoir au 51 mars 1889 119,297 74 

Total. . . fr. 135,902 63 

Crédit. 

Encaisse chez le secrétaire fr. 2,819 22 

Dépôt à la Société générale 94,665 » 

Compte courant à la Société générale 738 49 

— chez Delloye 23,479 40 

121 cotisations 1,805 » 

1 part de fondateur 500 • 

GlOabonnemenuà la Aetnie 11,895 59 

Total. . . fr 133,902 63 
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M. le Président propose è rassemblée de nommer» pour vérifier 
le compte rendu du trésorier, MM. Lagasse et Otto. — Adopté. 

M. L. Dollo, aide-naturaliste au Musée de Bruxelles» fait 
ensuite une conrérenee sur Le vol chez les Vertébrés. 

Après avoir défini ce qu*on doit entendre par Vertébrés et 
Invertébrés, M. Dollo rappelle que les premiers de ces animaux, 
notamment, renferment des types, les uns exclusivement aqua- 
tiques (ex. : poissons), d*autres amphibies (ex. : phoques), d*au- 
tres terrestres (ex. : chevaux), d autres souterrains (ex. : taupes), 
d'autres enfin aériens (ex. : oiseaux). 

Le conférencier a choisi ces derniers comme objet de sa cau- 
serie et s*est proposé de montrer de combien de manières diffé- 
rentes les Vertébrés peuvent voler. 

Il a d'abord distingué le vol passif ei le vol actif. Le premier 
n'est, à proprement parler, qu'un saut vertical prolongé, et 
Torgane mis en jeu pour le réaliser est un véritable parachute 
(ex. : polatouche ou écureuil volant). Le second est le vol au sens 
ordinaire du mot; son organe est Yaile (ex. : oiseau). 

Mais il faut distinguer encore deux sortes d'ailes : il y en a 
qui sont constituées par une membrane (chauve-souris, ptéro- 
dactyle), tandis que d'auires sont confectionnées à l'aide de plumes 
(oiseau). 

Cela posé, M. Dollo explique que les oiseaux volent surtout 
avec le bras et Tavant-bras ; les chauves-souris, principalement 
avec la main; les ptérodactyles, essentiellement avec le cinquième 
doigt (correspondant à notre petit doigt) démesurément allongé. 

L'orateur examine ensuiie quelques types curieux d'oiseaux, 
de chauves-souris et de ptérodactyles. 

Parmi les premiers, il cite VÀrcfœoptéryx, ce remarquable 
oiseau fossile qui, au lieu de bec, avait une gueule armée de 
dents. Cet être bizarre avait deux petites ailes rondes, ne s'éten- 
dant pas sur les mains (encore formées par trois doigts libres et 
pourvus de griffes). En dehors des ailes, l'Archéoptéryx n'avait, 
comme plumes, qu'une collerette, comme les condors ; des culottes. 
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comme les faucons ; et une paire de rectrices à chaque vertèbre 
de son énorme queue osseuse. C*est la naissance du type oiseau. 

M. Dollo expose 9 après cela, sa dégradation. Les oiseaux 
actuels, au moins les bons voiliers, ont encore trois doigts dis- 
tincts» quoique soudés. L*autruche» aux ailes rudimentaires» n'en 
a plus que deux. L*émeu n*en a plus qu'un. L'aptéryx, qui n'en a 
qu'un aussi, a, en outre, l'humérus caché sous la peau, de sorte 
que le moignon est à peine détaché du tronc. Enfin, YHesperomis, 
oiseau fossile, denté, n'avait plus que l'humérus, c'est-è-dire 
qu'extérieurement il ne montrait plus la moindre trace d'aile. 

Parmi les chauves-souris, le conférencier distingue les /hi^t- 
vores, qui sont les plus primitives, car elles ont encore deux 
griffes à l'aile (pouce et index); ce sont aussi les plus volumi- 
neuses. Les autres, insectivores, de petite taille, n'ont plus qu'une 
seule griffe (pouce). 

Enfin, dans les ptérodactyles, on remarque les Ptérodactyles 
proprement dits, qui ont des dents et pas de queue; les Rhatn^ 
phorhynques, qui ont un bec, des dents et une longue queue ; et 
les Ptèranodons, qui n'ont ni dents, ni queue et qui, gigantesques 
chauves'souris à écailles, atteignaient jusqu'à 8*25 d'envergure. 

M. Dollo a la conviction que ces êtres fantastiques ont autrefois 
habité la Belgique, et il exprime, pour finir, l'espoir qu'on décou- 
vrira leurs restes dans la craie brune exploitée dans les environs 
de Mons pour le phosphate de chaux. 

Il est à souhaiter que le Musée de Bruxelles, déjà si remar- 
quable par ses Iguanodons, ses Mosasaures, etc., se complète 
bientôt par ces curieux Ptérodactyles crétacés. Notre incomparable 
collection nationale fera, alors plus que jamais, envie à tous les 
pays civilisés. 

On trouvera cette conférence dans la Revue des questions 
scientifiqueSy livraisons de juillet et d*octobre 1889. 
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ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU VENDREDI 8 MAI I8S9. 

La conférence de ce jour. Sur le sens des mouvements de 
Vécorce terrestre^ a été faite par M. Albert de Lapparent, pro- 
fesseur à rinstiiut catholique de Paris. 

L*écorce terrestre porie la trace incontestable de mouvements 
survenus à diverses époques, et qui ont périodiquement troublé 
son équilibre, en dérangeant les strates sédimentaires de leur 
position, primitivement horizontale. Au début de ce siècle, on 
attribuait généralement ces mouvements à des impulsions ver- 
ticales, de nature volcanique. Mais peu à peu on a dû reconnaiure 
qu*aucun des volcans actuels n*avait soulevé les terrains avoisi- 
nants, et la doctrine des impulsions verticales a fait place à celle 
de la compression latérale de Fécorce, obligée de se plisser pour 
rester appuyée sur un noyau qui se contracte en perdant sa 
chaleur. 

Récemment, une nouvelle école, dont le chef est M. Suess, 
le savant professeur de Vienne, a cherché à amoindrir considé- 
rablement le rôle des effets de plissement, en faisant prévaloir 
cette idée que, dans la formation du relief terrestre, le facteur 
principal, sinon unique, érait Teffondrement en masse de com- 
partiments, limités par des cassures et glissant, sous le seul effort 
de la pesanteur, le long de môks ou de piliers, relativement 
immobiles. 

M. de Lapparent s*attache à démontrer que cette conception 
nouvelle, dans Tapplication qu'en font ses auteurs à Thistoire 
géologique de TEurope et de TAmérique, est inconciliable avec 
un fait très caractéristique, qui est la permanence presque 
absolue que présente, en certains points, le niveau de la mer à 
des époques très différentes. L*Ardenne, le Gotentin et la 
Provence méritent surtout d'être cités à ce point de vue. Dans 
les deux premiers pays, sur la tranche des schistes anciens, 
fortement redressés, on observe de véritables flaques sédimen- 
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laires, éparpillées çè et là à des altitudes peu considérables, et 
doot les unes datent du début des temps jurassiques, tandis que 
d'autres sont crétacées, d^aulres éocènes et les dernières même 
pliocènes. Or, une telle permanence du niveau des mers est 
incompatible avec Tidée des effondrements. Car il Taudrait, d*une 
part, que ceux-ci eussent affecté simulunément des régions d'une 
étendue immense, pour ne laisser en saillie que d'insigniBants 
piliers; d*autre part, que les mouvements de récorce et ceux de 
la mer qu'elle supporte eussent été parfaitement concordants, 
ce qui dépasse la mesure des probabilités admissibles. 

Abordant ensuite la question au point de vue théorique, 
M. de Lapparent montre que la sphère terrestre, par Teffet 
naturel de son refroidissement, se divise en trois zones : un 
noyau énorme, qui n'éprouve que des variations insensibles; 
une première enveloppe qui, se refroidissant plus vile que le 
noyau, doit être dans un état de tension propre à y faire naître, 
si elle est solide, des fentes par où s'injecteront les matières 
fondues; enfin une couche externe, qui se refroidit moins vite 
que son substratum et demeure, par suite, dans un état constant 
de compression. Cette zone, dont l'épaisseur, d'après les calculs 
des savants anglais, est vraisemblablement comprise entre 
5 et 95 kilomètres, embrasse, en tout cas, la totalité de ce qui 
est accessible à l'observation directe. Le phénomène de com- 
pression est donc seul à Fœuvre dans la portion visible de 
récorce; et si déjà, au point de vue mécanique, la coexistence, 
dans cette partie, de régions comprimées et d'autres distendues 
pouvait, à bon droit, paraître inadmissible, elle le devient bien 
ilavantage en présence de ces considérations qui, pour être 
d'ordre théorique, n'en ont pas moins la plus grande valeur. 

En résumé, le phénomène orogénique consiste en un état de 
compression latérale, qui fait naître des plis dans les parties les 
plus souples de Pécorce, des fractures dans les régions plus 
cristallines ou plus anciennement consolidées; et, quand les 
effondrements se produisent, c'est toujours, soit par la chute de 
la clef d'une voûte rompue, qui occupait l'axe du soulèvement, 
soit par la transformation d'un pli brusque en fracture, avec 
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écroiilement de l'une des deux lèvres. L'étude géologique des 
effondremenis linéaires de la vallée du Rhin, de la mer Morte 
et de la mer Rouge confirme ces conclusions. 

Cette conférence a été publiée dans la Retme des questions 
scientifiques, livraison de janvier 1890, sous le titre : La nature 
des mouvements de Vécorce terrestre. 



ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU SAMEDI i MAI I8S9. 

Les deux commissaires nommés dans rassemblée générale du 
jeudi 3 mai, MM. Lagasse et Otto, proposent d*approuver les 
comptes du trésorier. Cette proposition est adoptée. 

M. Aimé Wilz, professeur aux Facultés catholiques de Lille, 
fait une conrérence sur Les victimes de Célectricité. 

M. Witz fait une étude complète des accidents produits par 
réiectricité : les victimes de Pélectricité sont nombreuses, puis- 
quen France 1102 personnes ont été tuées par la foudre, de 
1868 à 1876, et que les hauts voltages adoptés par Tindustrie ont 
déjà coûté la vie à plus de 800 individus en vingt ans, en Europe 
et en Amérique. La fulguration par le feu du ciel et par les 
courants présente assurément de grandes différences, mais on 
y trouve aussi de curieuses analogies, qui permettent d^étudier 
un phénomène par Tautre : c'est ce que M. Witz se propose 
de faire. 

La foudre produit des actions mécaniques, calorifiques et 
chimiques bien connues, mais dont le caractère particulier est 
d'être extraordinairement capricieuses : les chroniques de réiec- 
tricité en renferment d'étonnants exemples. On les expliquera 
en constatant que la loi de Ohm ne s*applique pas aux courants 
de haute tension, quand on les considère dans leur période 
variable de propagation. 
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Les causes de mort dans la sidération sont quelquefois de 
graves lésions, mais souvent aussi on n'observe aucune blessure 
mortelle, et il faut recourir k Pautopsie pour expliquer Tissue 
fatale de Taccidenl : or, Tengourdissement tétanique, Tépuise- 
ment de Texcilabilité musculaire ou une congestion cérébrale 
et pulmonaire sont des effets ordinaires de Tétincelle, ainsi qu*on 
peut le démontrer par des expériences de laboratoire; Tarrét du 
cœur et Vasphyxie en sont les conséquences. 

Les courants agissent tout autrement, en apparence, que les 
décharges effectuées sous le régime de centaines de mille volts : 
ici plus de caprice, mais une effrayante uniformité. Cest Ténergie 
du courant qui assomme sa victime; M. Witz fait ressortir avec 
soin ce caractère des phénomènes électriques. L*action physio- 
logique du courant est très comparable néanmoins à celle de 
rétîncelle; dans ce cas, on observe aussi Tengourdissement téta- 
nique, Farrét du cœur et Tasphyxie consécutive. 

Une étude approfondie des accidents permet de formuler 
quelques règles de prudence et de préservation, en même temps 
qu'elle conduit à certaines pratiques de salut, par lesquelles on 
ranime ceux qui n*ont pas été tués sur le coup. Une intervention 
rapide et active peut arracher à la mort une victime qui serait 
perdue si Ton ne venait pas à son secours ; il ne faut jamais 
désespérer, car la vie persiste dans un corps en apparence 
inanimé; qu'on cherche bien vite le prêtre et qu'on fasse venir le 
médecin; mais en attendant l'arrivée de l'homme de l'art, que 
Ton essaie de ranimer le malheureux frappé par la foudre, surtout 
en pratiquant la respiration artificielle. 

Ces conclusions et ces conseils pratiques sont de la plus haute 
importance ; on se joue aujourd'hui avec des intensités de 20,000 
ampères et des tensions de 10,000 volts : il est bon que tout le 
monde connaisse les dangers de cet état de choses et apprenne 
à s'en garder. L'électricité n'est pas plus dangereuse qu'un engre- 
nage, mais il ne faut pas y toucher : en cette matière, la crainte 
est le commencement de la sagesse. 

La Revue des questions scientifiques a reproduit cette confé- 
rence dans la livraison de juillet 1889. 
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Le R. P. George, faisant fonetion de seerétaire, lit au nom du 
Conseil la déclaration suirante : 

Conformément au règlement arrêté par la Société scienti- 
fique de Bruxelles pour Tencouragement des recherches scien- 
tifiques, le conseil de la Société, sur Pavis des rapporteurs, 
MM. Alphonse Proost, Anatole Buisseret et Raymond Storms, a 
couronné le mémoire de M. Tabbé Gérard Smets, docteur en 
sciences naturelles, professeur au collège épiscopal de Hasselt, et 
lui décerne un prix de 500 francs et une médaille pour sa 
réponse è la question proposée par la troisième section de la 
Société : Étudier et discuter les diverses classifications qui ont 
été proposées pour l'ordre des Chéloniens. 

M. le Président proclame ensuite le résultat des élections 
(voir, page 39, la composition du Bureau et du Conseil), et 
déclare la session dose. 
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OFFERTS ▲ LA SOCIÉTÉ SaENTlFIQUB DB BRUXELLES. 



La barbarie africaine et Taotion «i?iliMtrioe dfs missions catholiqnes an 
Congo et dans TAfrique équatoriale, par Alexis M.-G. — Liège, 4889. 

Stanley TAfricain, sa jeunesse, ses quatre grandes expéditions dans le con- 
tinent noir, par Alexis M.«G. — Liége-Alost, 1890. 

La traite des Nègres et la croisade africaine, par Alexis M.-G. — Liège, 
4889. 

Dios y el Cosmos, 6 sea £1 ateismo materialista ante las ciencias expéri- 
mentales^ por D. Miguel Amer, licenciado en medicina y cirujla. Parte 
primera. — Palma, 1889. 

Anuario del observatorio astronomico nacional de Tacubaya para ei aQo 
de 4890, formado bajo la direcoion del ingeniero Angel Anguiano. Afio X. 
— Mexico, 1889. 

Étude sur François Bacon, suivie du Rapport h TAcadèmie des sciences 
morales et politiques sur le concours ourert pour le prix Bordin, par 
J. Barthélemy-Saint-Hilaire. — Paris, 1890. 

Bibliothèque de philosophie contemporaine. La philosophie dans ses rap- 
ports a?ec les sciences et la religion, par J. Barthèlemy-Saint-Hilaire. — 
Paris, 1889. 

Publications du Progrès médical. Guide médical à PExposition universelle 
internationale de 4889 à Paris, par Marcel Baudouin, 3« fascicule. — 
Pans, 4889. 

Principii fondamentali délia terroodinamica, e loro principali applicasioni 
alla fisica, alla chimica» alla fisiologia et air astronomia, per Luigi Ber- 
zieri. — Venezia, 4885. 

Prince Roland Bonaparte. Le glacier de TAletsch et le lac de Mâjjelen. — 
Paris, 4890. 

Prince Roland Bonaparte. Le premier établissement des Néerlandais à Mau- 
rice. — Paris, 4890. 

Lé Globe, journal géographique, organe de la Société géographique de 
Genève. Tome XXVIII, i« série, tome VIII. Bulletin. La Laponie et la 
Corse, résumé de la conférence du prince Roland Bonaparte (séance du 
S» janvier 4889). — Genève, 4889. 

Les stations zoologiques des bords de la mer, par A. Buisseret. (Extrait 
de la Revue de$ queetions ieientifi^ee, janvier-avril 4889.) — Bruxelles» 
4889. 
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La coÎDcidenza dei due metodi d'approssimazione di Newton e Lagrange 
nelle radici qaadrate irrazionali dei Dumeri interi, per Bellino Carrara.— 
ToriDO, 1889. 

Giovanni Maria Cornoldi S. J. — Quale secondo S. Tommaso sia la con- 
cordia délia mozione divina colla liberU umana. Terza cdizione. — Roma, 
1890. 

Les Ghaldéens jusqu'à la formation de Tempire de Nabuchodonosor, pré- 
cédé de considérations sur un récent livre de M. Hugo Winckler, par 
A.-J. Delattre, S. J. — Louvain, 4889. 

Compte rendu de la session extraordinaire de la Société géologique de 
Belgique à Spa, en 1886, par G. Dewalque. (Extrait des Annales de la 
Société géologique de Belgique,) — Liège, 4888. 

Sur une faune paléocène de Copenhague, par A. von Koenen. Compte 
rendu par M. G. Dewalque. Item. 

Sur quelques dépôts tertiaires des environs de Spa, par G. Dewalque. It* 

Le prétendu dolmen de Solwaster, par G. Dewalque. It. 

Le trou du Pouhon à La Reid, par G. Dewalque. It. 

La Constitution de Tespace céleste d'après M. Hirn et d*après la théorie 
atomique moderne; exposé sommaire par Jean d'Estienne, suivi d'une 
Note bibliographique. (Extrait de la Revue des questions scientifiques. ) 

Revue des questions scientifiques, par Jean d'Estienne. (Extrait de la Revue 
du Monde catholique du 1«>' juillet 4889.) 

Les Questions scientifiques, par Jean d'Estienne. (Extrait de la Revue du 
Monde catholique, nov. 4889 et mai 4890.) 

Annuaire de l'Observatoire royal de Belgique, par F. Folie. — Bruxelles, 
4890. 

Académie royale de médecine de Belgique. De la dégénérescence ascen- 
dante secondaire du faisceau de Gowers, par le D' X. Prancotte. — 
Bruxelles, 4889. 

Le Génie et la Folie, par X. Prancotte, professeur à l'Université de Liège. 
(Extrait de la Revue générale.) — Bruxelles, 4890. 

Guide pratique de l'analyse des urines, par S. Laache. Traduit de l'alle- 
mand par X. Prancotte. Seconde édition française. — Bruxelles, 4889. 

Laboratoire de pathologie générale. Régénération fonctionnelle, après 
section de la moelle, par le D' X. Prancotte. — Liège, 4889. 

Application de nouveaux instruments de précision (cercle chromatique, 
rapporteur et triple décimètre esthétiques) à l'archéologie, par M. Charles 
Henry. (Extrait de la Revue archéologique.) — Paris, 4890. 

Cercle chromatique de M. Charles Henry. — Paris, 4888. 

Sur la dynamogénie et l'inhibition, par M. Charles Henry. ~ Sur un cercle 
chromatique, un rapporteur et un triple décimètre esthétiques, par 
M. Charles Henry. 
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Assoeiatioii française pour ravancement des sciences. Congrès de Paris, 

1889. M. Charles Henry. Loi générale des réactions psycho-motrices. — 

Paris. 
Sur le principe et la graduation d*un thermomètre physiologique, par 

M. Charles Henry. (Extrait des Compte» rendue des séances de la Société de 

biologie.) — Paris, 1890. 
Rapporteur esthétique de M. Charles Henry. — Paris, 1888. 
Bibliographie générale de Tastronomie, par J. C. Houzeau et A. Lancaster. 

Tome l'% seconde partie. — Bruxelles, octobre 4889. 
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M. de Jonquières. (Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie 
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tion et le commentaire de cet ouvrage, par M. de Jonquières. (Extrait des 

Comptes rendus des séances de l'Académie des sciences.) — Paris. 
Évolution et transformisme. Des origines de Tétat sauvage. Étude d*anthro- 

pologie, par le D' P. Jousset. Ouvrage précédé d*une lettre du T. R. P. 

Monsabré, des Frères Prêcheurs. — Paris, 4889. 
Le Père Carbonndle et son œuvre, par C. de Kirwan. 
Quelques mots sur Thabitation ouvrière, par Ch. Lagasse. — Paris-Bruxelles, 

4889. (Extrait de la Revue générale.) 
Assemblée générale des œuvres catholiques de Tarehidiocèse de Malines. 

Troisième section. Séance du mardi 30 avril 1889. Sociétés coopératives. 
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Notes biographiques sur J.-C. Houzeau, par A. Lancaster. — Bruxelles, 
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Le climat de la Belgique en 4889, par A. Lancaster. — Bruxelles, 4890. 
Les étoiles filantes et les aérolithes, par A. de LapparenL (Extrait du 

Correspondant.) « Paris, 4889. 
La question du charbon de terre, par Albert de Lapparent — Paris, 4890. 
A propos de la nouvelle organisation des services de la carte géologique, par 

Th. Lefèvre. (Extrait du Bulletin des séances de ladite Société.) — 

Bruxelles, 4890. 
L'Egypte au temps des Pharaons, par Victor Loret, — Paris, 4889. 
Suir origine e fondazione di Roma. Parte II*. Dissertazione dell* avv. Gio. 

Batt. Lugari, letta alP Accademia pontificia di archeologia, il Siaprile 4890. 

— Roma, 4890. 
Bibliothèque scientifique contemporaine. Hypnostisme expérimental. Les 
émotions dans Pétat d'hypnotisme et Taction à distance des substances 
médicamenteuses ou toxiques, par J. Luys. — Paris, 4890. 
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tome VII, septembre 1888.) 
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d'Ocagne. (Extrait des Nouvelle» Annaiee de mathématiquee, 3« série, 

tome VII, juin 1888.) 
Solution de la question de mathématiques élémentaires proposée au concours 

général de 4887, par M. Maurice d'Ocagne. (Extrait des Nouvelles Annales 

de mathématiques, 3* série, tome VII, octobre 4888.) 
Note sur le tracé de Taxe longitudinal des voûtes, par M. d^Ocagne. (Extrait 

des Annales des ponts et chaussées,) 
Sur le tracé de Pintrados des voûtes elliptiques, par M. d*Ocagne. (Extrait 

des Annales des ponts et chaussées,) 
Note sur le tracé des paraboles des moments fléchissants, par M. Maurice 

d*Ocagne. (Extrait des /énnales des ponts et chaussées.) 
A propos de Tunification des heures, par Ernest Pasquier. (Extrait des 

Mémoires de t'Union des ingénieurs de Louvain.) « Bruxelles-Louvain, 

4889. 
Encore le système des fuseaux horaires, par Ernest Pasquier. (Extrait des 

Mémoires de l'Union des ingénieurs de Louvain.) — Bruxelles-Louvain, 

4890. 
De Tunification des heures dans le service des chemins de fer, par Ernest 

Pasquier. (Extrait des Mémoires de l'Union des ingénieurs de Lotévain, 

4889). — Bruxelles-Louvain, 4889. 
Le « temps universel » dans le système des fuseaux horaires, par E. P. 

(Extrait de Ciel et Terre, 4«' mai 4890.) 
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Les microbes et la vie, hygiène et agriculture, par A. Proost, 2* édition. — 

Paris-Louvain, I8$l0. 
Commission météorologique de la Gironde. Observations pluviométriques et 

thermométi iques faites dans le département de la Gironde, de juin 4885 

k mai 1886, de juin 1887 à mai 1888, et de juin 4888 à mai 1889. Notes 

de M. G. Rayet. (Appendices aux tomes II, IV et V, 5* série, des Mémoires 

de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux,) — Bor- 
deaux, 4886, 4888 et 1889. 
Bibliothèque de la Revue de l'aéronautique. Les piles légères (piles chloro- 

chromiques) du ballon dirigeable « La France », par le commandant 

Renard. — Pans, 4890. 
Asiatische Handlungscompagnien Friedrichs des Grossen, von Vîktor Ring. 

— Berlin, 4890. 
Du transformisme et de la génération spontanée, par Ch.-A. Rohaut, précédé 

d'une préface du D' Michel Peter. — Paris, 4890. 
Estudio de la filosofia y riqueza de la lengua mexicana, por el presb. 

Agustin de la Rosa. — Guadalaxara, 4889. 
Revue internationale de bibliographie médicale, pharmaceutique et vétéri- 
naire, dirigée par le D' Jules Rouvier. Vol. I, n<> % 25 juin 4890. — 

Paris- Beyrouth. 
Identité de la dengue et de la grippe-influenza, par le D' Jules Rouvier. — 

Paris-Beyrouth. 
The Actual State of the Standard Time Question, par le D' Robert Schram. 

(Extrait àe Ohservatory, April 4890.) 
Ueber das Stundenzonen-System der amerikanischen Eisenbahnen, von 

D' R. Schram. (Auszug aus einem Vortrage, gehalten im wisscnschaft- 

lichen Club am 46. December 4889.) 
La zona oraria del Adriatico, del D' Roberto Schram. (Extrait de Osserva- 

tore Triestino.) — Tricste, 4890. 
L'hygiène alimentaire dans la thérapeutique des maladies, par le docteur 

Fr. Scohy. — Paris-Louvain, 4890. 
L.a fable des Jumarts, par André SucheteL (Extrait des Mémoires de la 

Société zoologique de France pour Tannée 4889.) — Paris, 4889. 
Note sur les hybrides des Anatidés, par André Suchetet. — Rouen, 4888. 
La philosophie de Gassendi, par P.-Félix Thomas. — Paris, 4889. 
Researches on the Electrical Résistance of Bismuth, by Edmond Van Aubel. 

(From the Philosophical Magazine for october 4889.) 
Annexe au Bulletin de la Société belge de géologie, de paléontologie et 

d'hydrologie (Bruxelles). Les origines du bassin de l'Escaut, par Eugène 

van Overloop. — Bruxelles, 4890. 
Leçons élémentaires de physique, par Victor VanTricht,S. J.— Namur, 4890. 
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L'Esclave des esclayes. Causerie par Victor Van Tricht,S. J.— Namur, 1889. 

Le luxe. Causerie par Victor Van Trichl, S. J. — Namur, 1889. 

En Afrique. Causerie par Van Triclit, S. J. — Namur, 1889. 

A l'usine. Causerie par Victor Van Trichl, S. J. — Gand, 1889. 

Le XIX* siècle. Causerie par Victor Van Trichl. — Bruges, 1889. 

Cours d'algèbre élémentaire, par Tabbé F. Verhelsl. Tome premier : Le 

calcul algébrique; les équations du premier degré. — Bruxelles, 1890. 
Fondamenli dclla teoria dei tipi ordinati, di Giulio Vivanti a Manlova. 

(Eslratto dagli Annali di Matemaiica para ed appHcata, Série II*, 

tomo XVIIo). — Milano, 1889. 
Exploration des champs magnétiques par les lubes à gaz raréBés, par 

M. A. WiU. (Extrait des Comptes rendus des séances de V Académie de» 

sciences.) — Paris, 1890. 
Des inversions de polarité dans les machines série-dynamos, par M. A. Wilz. 

— Juin 1889. 

Hoëné Wronski. Loi téléologique du hasard. Réimpression de trois pièces 
rarissimes (1835), précédée d'une autobiographie et d'un inventaire de 
l'œuvre. — Paris, 1890. 

Académie royale de médecine de Belgique. Monument J.-B. Van Helmonl. 

— Bruxelles, 1889. 

Anales del Ministerio de Fomenio de la Republica Mexicana. Tome VIII. — 

Mexico, 1887. 
Annales de la Société géologique de Belgique. Tome XIII, 2« livr. ; tome XIV, 

2« livr.; tome XV, 2« cl 3« livr.; tome XVI, 1" livr. î tome XVII, 1»* et 

!2« livr. — Liège, 1888-1890. 
Annales de la Société royale malacologique de Belgique. Tome XXIII (qua- 
trième série, tome III.) Année 1888. — Bruxelles. 
Annual Report of the Board of régents of the Smilhsonian Institution, sho- 

wing the opérations, expenditurcs and condition of the Institution to 

July, 1885. Part II. — Washington, 1886. 
Item for the year ending Junc 30, 1886. Part I. — Washington, 1889. 
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£1 Atcneo, revista cientifîca, literaria y artistica, organo de El Ateneo 

Balear. AOo I, nùm. 1, 2, 3, i, 5, 6, 7. — Palma de Mallorca. 
Atti délia R. Accademia dei Lincei anno CCLXXXIII 1886. Série quarU. 

Memorie délia classe di scienze fisiche, matematiche e naturali. Volume III. 

—Roma, 1886.- Item, annoCCLXXXIV1887.VolumelV.—Roma, 1887. 
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Bulletin of the California Âcademy of Sciences, n«* 4, 2, 5 et vol. 2, n« 8. 

— San Francisco. 
Bulletin de la Société belge de géologie, de paléontologie et d'hydrologie 

(Bruxelles). Tome l'% année 4887. Tome II, année 4888. Tome III, 

année 4889, fascicules I, II, IV, V, VI et VII. — Bruxelles. 
(Catalogue of the Paci6c Goast Fungi, by H.-W. Harkncss, M. D., and 

Justin P. Moore, A.-M. Read before the California Academy of Sciences, 

Feb. 2^ 4890. 
Ministère du Commerce, de lindustrie et des Colonies. Exposition univer- 
selle internationale de 4889. Direction générale de Texploitation. Congrès 

international de bibliographie des sciences mathématiques, tenu à Paris 

du 46 au 49 juillet 4889. Procès-verbal sommaire. — Paris, 1889. 
1^ Education. Afio IV, n» 84 — Buenos Aires, 4889. 
La Espana moderna. Avril, mai, juin. — Madrid. 
Pestsehrifl, beraasgegeben von der Mathematiscben Gesellschaft in Ham- 

burg, anlâsslich ihres âOO j&hrigen Jubelfestes 4890. Erster Teil. — 

Leipzig, 4890. 
Estados Unidos Mexicanos. Sccretaria de Fomento Seccion i«. Informes y 
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Numéros 55-56, enero-febrero 1890. — Mexico, 4890. 
Journal de TÊcole polytechnique, publié par le Conseil d'instruction de cet 

établissement. 57% 58* et 59« cahiers. — Paris, 4887 et 4889. 
Mémoires de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux. 

Tome II, 2« cahier. Tome III, 4«' cahier. — Paris-Bordeaux, 4886. 
Mémoires de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux. 

3« série. Tome IV. Tome V, 4*' cahier. — Paris-Bordeaux, 4888 et 4889. 
La Mission belge du Bengale occidental. — Bruxelles, 4890. 
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D. C. Danielssen. — Christiania, 1890. 
Observationes magnéticas y meteorologicas del real Colegio de Belen de la 
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Julio-Diciembre, 1887. — Habana, 1889. 
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Observatorio meteorolôgico de Manila, bajo la dirccciôn de los PP. de la 

Gompania de Jesûs. ObservatîoDes magnéticas verîficadas por el P. Martin 

Juan en la Paragua, Jol6 y Mindanao. Aflo J888. — Manila, 4890. 
Observatorio meteorolôgico-magnétîco central de Mexico. Bolctin mensuel. 

Tomo I» num. 14-12, con suplcmento, y resumen del ailo de 4888. 

Tomo II, num. 1-9. 
Proceedings of the California Âcademy pf Sciences. Vol. V, part I, II, III; 

vol. VI; vol. VII, part I. Second séries, vol. I, part I, II; vol. II. — San- 

Francisco, 4873-4890. 
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, sessions 4885-84, 488i-85, 

4885-86, 4886-87. 
Procès-verbaux des séances de la Société royale malacologique de Belgique. 

Tome XVII, fin. Tome XVIII, V' partie. — Bruxelles. 
Publication der Norwegischen Commission der Europâischen Gradmessung. 

Geodâtiscbe Ârbeiten. Heft VI; Heft VII. — Christiania, 4888-4890. 
Reports from the Laborabory of the Royal Collège of Physicians, Edinburgh. 

Vol. II. — Edinburgh and London, 4890. 
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illustrée. 2« année, 4889, â% 3« et i« livraisons. 3« année, 4890, i'* et 
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L^Université catholique, antérieurement « La Controverse et le Contempo- 
rain ». — Mai 4889 à juillet 4890. 
Verhandlungen des deutschen wissenschaftlichen Vereins zu Santiago. 

6 Heft. — 4888. 



FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE. 



Digitized by 



Google 



SECONDE PARTIE 

MÉMOIRES 



LES 

CLASSIFICATIONS DES CHELONIENS (') 



PAR 



l'abbé GÉMAB» SHKTS 

Docteur en sciences naturelles. 
Professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



In traciny a natural System the haman 
mind is only traBslating into human lan- 
guage the dÎTioe tbougbts expressed io 
nature in Imng realities. Agassis. 



I. Fondements des classifications. 

Quand rhomme « s'efforce d'acquérir ia connaissance d objets 
naturels, il se trouve obligé d'employer des moyens particuliers 
pour mettre de l'ordre parmi les objets infiniment nombreux et 
variés qu'il considère, pour distinguer, sans confusion, les grou- 
pes de ces objets entre eux et chacun de ces derniers en particu- 
lier, pour communiquer et transmettre à ses semblables ce qu'il 
a appris, remarqué et pensé à leur égard » ('), pour faire ressortir 
l'enchaînement de ces êtres, les relations qu'ils présentent entre 
eux, le plan qui a présidé à leur développement. De là découlent 
l'utilité et la nécessité des classifications. 



(<) Mémoire couronné en réponse à la troisième question mise au concours par la 
Société scientifique de Bruxelles. 

Ce mémoire a été présenté au mois de septembre 1888; depuis lors MM. Baur, 
Boalenger,*Lydekkery etc., ont publié de nouyelles notices sur la classification des tortues. 
L'auteur a profité de ces publications pour compléter son mémoire. Les passages ajoutés 
sont placés entre crochets (mai 15, 1889). 

(«) Lavark, Philoiophie zoologique, t. !, p. 37. NouTcIle édition, 1873. 
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Quand on veut classer les êtres oi^nisës, on peut suivre des 
voies bien différentes, suivant que Ton poursuit Tune ou Fautre, 
ou la totalité des fins des classifications. 

1. On choisit un caractère quelconque, et Ton poursuit les 
variations qu*il peut subir dans les diverses espèces. Cette classi- 
fication sera laissée aux caprices des zoologistes ; il n'y en aura 
pas d'autres possibles tant qu'on ne connaît pas suffisamment 
Tanatomie de la plupart des représentants d'un groupe. Telle 
serait la classification des Chéloniens basée sur le caractère de 
l'entoplaslFon : 



Entoplaslron absent 



Cinosternon. 
Dermochelys. 
DUhyroêternon^ etc. 

Testudo 

EntoplastroD en forme de croix, a^ec une ) Emys 
barre médiaoe ) Chelys 



( Trionyx. 
Eotoplastroa arrondi, sans barre médiane. { Amyda. 



Chelonet etc. 



Cyclodermcij elc 

Ces classifications se répartissent en deux groupes : Dans les 
unes, on prend tout à fait arbitrairement un caractère dont les 
variations ne sont guère accompagnées d'autres modifications 
dans l'être organisé; elles peuvent juxtaposer des êtres totale- 
ment différents; elles ne servent guère qu'à trouver le nom de 
l'animal, à la manière des tables dichotomiques à l'usage des 
botanistes commençants. Telle serait la classification précédente 
des Chéloniens, et telle parait, au premier abord, la classification 
des mêmes animaux proposée par Seeley (*), basée sur la nature 
de l'épiderme. 

Dans les autres, on prend pour base un caractère dont les 
variations entraînent généralement des modifications correspon- 
dantes plus nombreuses dans l'être organisé; ces classifications 
permettent de trouver non seulement le nom d'un animal, la 

(*) Seeley, Note on Ptephophorun polygonus. Quaterly Journal OF the Geological 
Society, August, 1880, p. 412. 
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présence ou Fabsence d*un seul caractère, mais elles font con- 
naître parfois quelques autres détails de Torganisation. Telles 
sonty par exemple, les classifications basées sur la nature des 
extrémités des tortues, dénotant le régime de Tanimal. On avait 
cru longtemps que le genre de vie tenait à quelque chose 
d*essentiel dans Torganisation d*un animal; nous savons aujour- 
d'hui que c'est une erreur, que de plus des animaux peuvent, 
par adaptation, posséder des caractères communs, d'une impor- 
tance capitale en apparence, et cependant être construits d'après 
un type tout autre. NVt-on pas laissé longtemps dans une 
même famille, voire dans un même genre, le Dermochelys et 
les Chelone, parce que leurs extrémités sont transformées en 
nageoires? 

2. On peut aussi considérer (*) Tensemble de l'organisation 
des animaux et les rapprocher suivant la somme de leurs affi- 
nités. Dans ce cas, la place qu'occupe un animal dans la série 
révèle son nom et Tensembie de sa structure. Cette classificalion 
est donc en quelque sorte le résumé ou la généralisation des con- 
naissances qu'on a pu acquérir sur l'organisation des animaux. 

Ces sortes de classifications sont difficilement et très rarement 
réalisables, parce que les caractères sont changeants dans un 
même groupe incontestablement naturel et un, et parce que des 
caractères, en apparence complètement caractéristiques d'un 
groupe, apparaissent parfois atavistiquement ou exceptionnelle- 
ment dans quelque représentant d'un autre groupe totalement 
différent du premier. 

« Mais même, ajoute Carleer (^), en envisageant tous les 
caractères dans leur ensemble, une classification pourra encore 
conserver le caractère artificiel. Adanson avait imaginé, pour 
grouper les végétaux en familles, de rassembler les plantes qui se 
ressemblent par le plus grand nombre de caractères : Texpé- 
rience prouva qu'il arriva ainsi à des rapprochements fort peu 
naturels et qu'il éloigna au contraire des espèces qui avaient 

(*) Carleer, Examen des principales classifications adoptées par les zoologistes. 
Broxelles, 186i, p. 91. 
{«) Caaleer, Op. cit., p. 9i. 
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entre elles les plus grandes affinités; sa classification n'était 
effet qu'une somme de groupements artificiels et ne pouvait p 



. en 

ne pouvait par 
conséquent être basée sur la nature. 



5. Il fallait par conséquent prendre un autre guide et abandon- 
ner la voie précédente. Appuyés sur le principe de la subordinatiou 
des caractères, les naturalistes furent amenés à envisager princi- 
palement ce que Ton appelait des caractères dominateurs : « Si 
l'on examine les ressemblances que peuvent offrir entre elles les 
différentes espèces du règne animal ou du régne végétal, on 
s'assure aisément que tantôt elles s'appuient sur des caractères 
extrêmement changeants, et dont les variations ne paraissent 
guère occasionner une perturbation notable dans la structure 
générale de Torganisme, tantôt, au contraire, ces mêmes ressem- 
blances sont tirées d'organes d'une constance remarquable, et qui 
ne changent que lorsque la composition et la disposition de la 
plupart des appareils viennent elles-mêmes à varier. Il est évident 
qu'une seule ressemblance de ce genre doit avoir la même valeur 
que la réunion de plusieurs autres basées sur des caractères 
moins prédominants, et par conséquent que tous les caractères 
que peuvent présenter les animaux ou les végétaux sont loin 
d'offrir la même importance. Une classification naturelle ne peut 
donc pas se baser sur la somme, mais sur la valeur des affinités. » 

Quelque séduisants que paraissent ces principes et ces rai- 
sonnements, on ne peut s'empêcher de constater que des auteurs 
éminents, prétendant suivre cette voie, sont arrivés à des résul- 
tats bien différents. Tel naturaliste donne la préférence à tel 
caractère pour des motifs plausibles, tel autre la donne à un 
autre caractère pour des motifs aussi convaincants. De plus, 
dans l'organisme, tout est solidaire, tout se tient : n'y a-t-il pas 
soiiyenipetitio principii dans l'évaluation des caractères? 

Les classifications varieront suivant la manière d'envisager les 
faits naturels et l'état de nos connaissances, et c'est en ce sens 
que Gœthe (<) disait que l'expression de système naturel est une 
expression contradictoire. 

(«) Goethe, in Claus, Traité de zoologie, 1884, p. 13. 
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En somme, ces classifications n'ont qu'une valeur < objective » 
très restreinte, et il est d'ordinaire très difficile de leur assigner 
une place, soit parmi les systèmes artificiels, soit parmi les natu* 
rels; elles sont plutôt mixtes. 

L'embryologie d'ailleurs a montré combien les caractères 
des animaux adultes sont parfois trompeurs pour la systématique. 

i. Il manquait, par conséquent, un critérium certain donnant 
à une classification une valeur réelle, objective, telle que les 
classifications ne fussent plus soumises à l'arbitraire des natura- 
listes. Issu de l'étude de la paléontologie, de l'embryologie et de 
la théorie évolutionnisie, un nouveau critérium est appliqué 
depuis quelques années et, on ne saurait le méconnaître, depuis 
lors la classification a fait plus de progrès que depuis le com- 
mencement de la systématique. De plus, l'étude attentive de la 
nature a révélé, ce que l'on se refusait à croire, que le règne 
animal ne se représente pas par une ligne droite, mais plutôt 
par un arbre ou plusieurs arbres, véritables arbres généalo- 
giques, aux ramifications et aux sous-ramifications nombreuses. 

Avant d'exposer la base de cette nouvelle catégorie de classi- 
fications, une remarque est nécessaire : Il y a eu évolution dans 
le règne animal; c'est-à-dire que, depuis l'époque de l'apparition 
des premiers animaux, les formes animales apparues dans la 
suite sont reliées aux anciennes, de manière à former une 
chaîne ininterrompue et graduée. Ces modifications de la faune 
se sont faites non pas au hasard, mais d'après un plan dont la 
science est parfois parvenue à saisir les trames. Cette transfor- 
mation ou cette évolution est admise par tous les naturalistes, 
parce qu'elle est le corollaire de faits dûment constatés. Tout le 
monde admet la série classique commençant à Y Hyracotherium, 
passant par Pliolophus^ Anchilophus^ Mesohippus, Anchiterium^ 
Hipparion, pour aboutir à notre Equus. Ces séries sont très 
nombreuses aujourd'hui. 

L'hypothèse transformiste soutient que cette évolution s'est 
faite par modification, transformation des formes préexistantes ; 
d'autres, surtout des philosophes, nient cette hypothèse. 

Y a-t-il eu transformation réelle des espèces? y a-t-il eu une 
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autre cause efficiente de révolution ? II ne nous appartient pas, dans 
ce mémoire, de défendre i*une ou l'autre de ces hypothèses. Nous 
nous contenterons de tenir compte des faits positivement acquis. 

Parce que Thypothèse transformiste est admise par le plus 
grand nombre des naturalistes, la terminologie admise (ancêtres, 
descendance, souche, etc.) préjuge la question de savoir comment 
I*évolution s*est faite ; mais au fond ces termes, sous une forme 
hypothétique, expriment une théorie vraie et des faits constatés. 

Cette considération met à néant Tobjection faite contre les 
classifications appuyées sur révolution^ prétendant que ces 
dernières sont hypothétiques comme la théorie transformiste. 
On ne distingue pas entre les faits positivement acquis et leur 
interprétatioa hypothétique, à savoir quelle est la cause efficiente 
de révolution. Cette confusion est générale : quand Cari Vogt(') 
parle de la théorie de la convergence, il s^appuie sur des faits 
positifs, et transformisme et darwinisme n*ont rien de commun 
avec celle théorie. De même Trouessard (') verse dans une 
erreur quand il dit que la théorie de la convergence est un 
corollaire de la théorie darwinienne. 

Répétons-le, le partisan le plus convaincu des créations 
successives admet et doit admettre l'évolution appuyée sur les 
faits et telle que nous Tavons définie; il peut baser des classiG- 
cations sur cette évolution ; il doit admettre la théorie de la 
convergence, telle qu'elle ressort de l'observation, tout en admet- 
tant l'immutabilité absolue de l'espèce. 

Les animaux se sont développés dans le temps et dans l'espace 
d'après un certain ordre, d'après un plan préconçu, et les diverses 
phases de l'histoire d'un groupe zoologique se voient vaguement 
dans le développement embryonnaire d'un représentant de ce 
groupe : peu importe la manière dont ce plan ail été réalisé, il 
existe. Les diverses étapes d'un groupe zoologique constituent 
le fondement pour la séparation de ce groupe en subdivisions 
naturelles. L'expression de ce plan sera la véritable classification, 



(«) Carl Vogt, Quelques hérésies darwinistes. Revue suentifique, 16 octobre 4886, 

48i. 

(S) M. Trouessard, La phylogénie du cheval. Revue scientifique, 30 octobre, 4886, 

KK7 



p. 481 
p. 657 
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la seule qui sera naturelle, la seule qui aura une valeur objec- 
ciye ; elle sera, selon la belle parole d'Agassiz, la traduction, 
dans un langage humain, de la pensée du Créateur. Il est vrai, 
rhistoire des animaux offre encore tant dinconnu; et Tembryo- 
logie, malgré ses progrès incessants, n*éclaire encore que fai- 
blement le nouveau chemin. 

Néanmoins les premiers essais faits dans cette voie nous font 
espérer favorablement de Pavenir, malgré les hypothèses avec 
lesquelles il faut encore étayer les nouvelles classifications, faute 
de documents. 

Que Ton compare la classification proposée par Baur (*) pour 
les Ichthyopterygia avec les essais tentés ailleurs, on est frappé 
de la simplicité de cette méthode nouvelle, quand les données 
paléontologiques sont suffisantes. 

Mais cette voie nouvelle a également ses dangers et ses 
écueils. Quand les faits manquent, le naturaliste y substitue des 
hypothèses et des raisonnements ; s*appuyant sur un nombre 
restreint d*animaux et de faits connus, son point de départ est 
souvent erronné ou incomplet; il donne h certains caractères, à 
certaines modifications une valeur prépondérante. On élablitainsi 
des phylogénies, parfois très intéressantes, montrant certaines 
liaisons des groupes, des genres ou des espèces; mais on n*est 
pas certain que ces phylogénies expriment les phases d*évolution 
des animaux considérés. 

Nous connaissons encore imparfaitement les lois qui ont 
présidée révolution du règne animal. A ceux qui, ne s'appuyant 
pas sur les faits, procédaient du simple au composé dans leur 
arbre phylogénétique. Cari Vogt dit (^) : « Nous ne pouvons 
déduire en aucune façon les organismes compliqués des organis- 
mes simples, comme on Ta fait généralement jusqu'à présent, 
mais... ces organismes simples, qui souvent n*ont pas même 
les ébauches des organes propres aux compliqués, doivent pro- 
céder, par développement rétrograde, des organismes compli- 



ce) Badr, On the Morphology and Origin of the Ichthyopterygia. American Nato- 
RAUST, September, 1887, p. 837. 
(«y Cabl Voct, Op. cit., p. 486. 
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qués Nous ne connaissons, ni en paléontologie , ni en 

embryogénie, de fai^s qui puissent nous démontrer avec certitude 
l'acquisition d*organes entièrement nouveaux, tandis qu'au con- 
traire les faits abondent, qui nous prouvent que les transfor- 
mations se font comme je Tai indiqué, et que dans les cas où 
nous croyons voir surgir un nouvel organe, nous rencontrons 
toujours au moins une ébauche préexistante, ne serait-ce quHin 

simple amas de cellules sans forme déterminée On sera bien 

forcé de remanier et de renverser complètement presque tous 
les arbres phylogéniques qu*on nous a présentés jusqu^à préseni 
comme le dernier mot de la science et du darwinisme en par- 
ticulier. » 

Le naturaliste suisse ne s'arrête pas même là, et il avance 
que : « Notre classification zoologique actuelle ne peut être et 
n'est pas, comme on le dit partout, Texpressibn de la parenté 
réelle existante entre les différents membres d'un embranche- 
ment, classe, ordre, famille ou même genre, parenté dont la 
démonstration serait basée sur le développement ontogénique et 
phylogénique, mais bien, dans beaucoup de cas au moins, le 
résultat d'une combinaison de caractères semblables, que nous 
trouvons chez des êtres provenant de souches différentes. » 

Ce dernier fait est érigé en théorie de la convergence; mais cette 
convergence, qui n'atteint d'ordinaire que les caractères exté- 
rieurs, est singulièrement atténuée par Troue$sard,qui dit qu*elle 
« est bien souvent plus apparente que réelle... qu'elle s*arrête bien 
avant la limite jusqu'à laquelle M. Vogt prétend la pousser. La 
convergence est possible pour les groupes supérieurs que nous 
convenons d'appeler classes ou ordres ; mais elle est déjà plus 
douteuse lorsqu'il s'agit de familles vraiment naturelles; dans 
tous les cas, elle n'a jamais produit ce résultat de réunir et de 
fusionner complètement en un seul genre deux genres primiti- 
vement bien distincts. » 

Mais, en admettant la convergence, elle ne peut, à priori, 
donner le caractère artificiel à une classification. Nous avons 
d'ailleurs les moyens de la constater et d'en tenir compte. 

Aucun naturaliste, en établissant une classification, n'a la pré- 
tention d'établir un système immuable. La science est perfec- 
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cible, nos connaissances sont limitées! Ce que Ton peut 
demander, c*est une classification qui réponde le mieux à Tétat de 
nos connaissances actuelles. 

Quand on étudie un groupe zoologique, on trouve que ces 
diverses classifications se sont succédées, Tune remplaçant Tautre, 
h mesure que la science progressait. Il en est ainsi pour Tordre 
des Ghéloniens. 

II. Classifications des- Chéloniens. 
Historique. 

ArUtole. 

L*antiquitéclassiqueconnaissaitdéjà piusieursformesde tortues. 
Aristote (*) cite ytktlyvri yEp^oiioL, yEk^Yr\ 8aXar:{a et j^eXwvTj 
é(x6ç ; non seulement il connaissait les tortues terrestres, marines 
et paludines, ses connaissances s^étendaient déjà sur Torganisa- 
tion de ces singuliers animaux. 

L'étude des tortues n'a guère fait de progrès depuis Aristote 
jusqu'à une époque assez récente; ces animaux n'attiraient guère 
Tattention des naturalistes du moyen âge. Pour Albert le Grand (^), 
la tortue était un animal du même groupe que les serpents 
{repleniia\ non pas, dit-il, qu'elle soit véritablement un serpent, 
mais parce qu'elle ressemble à certains égards à ces animaux. 

Cependant il parait que l'on connaissait vaguement plus d'es- 
pèces que n'en indique le naturaliste et philosophe grec. 

Cie^aer. 

Le grand compilateur et savant Gesner (^), dans son Histoire 
des animaux^ donne le tableau suivant des Chéloniens : 



(') Aristote, Histoire des animaux, ii?re U, chap. «XVU. 

(*; Albert le Grand in Gervais, article Reptiles du Dictionnaire d'Orbigny, 1869, 
p. 70. 

(S) Gesner, HUl anim., lib. IV, p. 228. Francforu 163a; in Duméril et'BiRicON, 
Histoire naturelle deê reptiles, tome 11, p. 4. 
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Corollarium de Testudinibus in génère. 

ilerreslris 
(mari.... }'*•'"•*» '»•"''»• 
aqoatica, aut in ; ( ">"* mannus. 

/ aqua dulci i P»riora,«tbcabo8,aiiinlbM. 
f caeDOsa, nt paludibus. 

Ainsi Gesner connaissait déjà le Defmochelys ou Sphargis (*) 
et les tortues fluviatiles. 

Ces espèces étaient-elles mal définies, ou Linné ignorait-il la 
littérature des Chéloniens ? 

En effet, dans la première édition de son Systema naturœ 
(Lugduni Batavorum, 1735), le naturaliste suédois ne reconnaît, 
dans son unique genre TestudOy que quatre espèces (T. tessutatay 
terrestriSy marina^ lutaria,) 

Dans les éditions subséquentes, Linné subdivise Tunique 
genre Testudo en trois sous-genres : 

l"" Testudines marincBy pedibus pinniformibus; 
2* — fluviatiles^ pedibus palmatis ; 
3® — terrestres, pedibus clavatis. 

Linné donnait au terme genre une signification plus étendue 
que les naturalistes modernes. Ses genres correspondaient 
parfois à nos familles ou même à nos ordres, comme c'est le cas 
pour les Chéloniens. 

Pour établir les grandes divisions du règne animal, aussi bien 
que pour les sous-divisions, quand c'était possible, Linné tenait 
compte du genre de vie, mais il les fondait sur des dispositions 
anatomiques, tirées ici de la nature des extrémités. 



(1) R<fndelet, le premier, en 4554, dans son ouvrage de Piscibut, décrivit un Sphargis 
de la Méditerranée sous le nom de Testudo coriacea sive Mercurii. 
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iLlelB (<). 



Klein» Fémule et le critique de Linné, divisait en deux 
groupes seulement les espèces du genre Testudo, quil désignait 
sous le nom collectif de Testudinata ('). 

l"* 7«5/udtne«, digitis discretis ; 

2® — pedibus digitisve anomalis. 

La classification de Linné, prétend Klein, tirée de la diffé- 
rence des lieux que les tortues habitent, ne laisse pas d'avoir 
son incommodité et de causer de Pamphibologie. Il est plus- 
sûr, ajoute-t-il, de les diviser en tortues qui ont les doigts 
séparés et en celles qui ont les doigts et les membres irréguliers, 
ce sont les tortues marines. 

L*une et Tautre de ces deux classifications primitives reparais- 
sent dans la suite, avec quelques légères augmentations et quel- 
ques modifications de la diagnose. 

CSmellB. 

Dans la 13*" édition du Systema naturce^ 1788, Gmelin suit la 
classification de Linné. Il divise Tunique genre Testudo en trois 
sections qu'il caractérise comme suit : 

1® Les tortues marines^ qui ont leurs quatre pieds transformés 
en nageoires et les deux antérieurs plus longs; 

2® Les tortues d'eau douce; leurs pieds sont palmés, leur 
carapace est jointe par une membrane avec le plastron et soute- 
nue sur ses côtés par deux larges saillies de ce plastron (^); 



{*) Klein, Quadnipedum ditpositio brevisque historia naturalis. Lipsise, 4751. 

(*) Beaucoup de naturalistes adoptent pour Tordre des tortues le nom de Testudinata, 
Klein; mais comme c'est Àl. Brongniart qui a établi, en premier lieu, Vordre des Chéh- 
niens, nous adopterons le terme du naturaliste français, d'autant plus que sous le nom 
de Testudinidœ ou Tettudinina, etc., on désigne aujourd'hui communément les tortues 
terrestres, les Chenitet de Duméril et Bibron. 

(S) Ce groupe doit comprendre nos tortues appelées PUurodères, Trionyx, Emys, 
Ciâiudo, etc. La diagnose est erronnée, car toutes n'ont pas de pédoncules axillaires et 
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3" Les tortues terrestres, qui ont les- pieds renflés et ongui- 
culés ; leur carapace est convexe et rattachée au plastron par des 
jointures osseuses. 



Lacépéde (') suit Klein, en admettant : 

l"" Les tortues de mer^ qui ont les doigts très inégaux et les 
membres allongés en forme de nageoires; 

2"" Les tortues terrestres et fluviatiles^ dont les doigts sont 
courts et presque égaux. 



Al. BroBCBlart, 



La classification (^) proposée par Brongniart ne s'écarte pas 
de celle de Klein ; cet auteur divise les Chéloniens (3) en deux 
genres, correspondant aux deux subdivisions de Klein (Chelone 
et Testudo). Plus tard, dans les Mémoires des savants étrangers^ 
il distingue, sous le nom d'Emys, les tortues d*eau douce. 

Lalrellle. 

Dans son Histoire naturelle des Reptiles^ publiée en 1801, 
Latreille (^) suit la même classification primordiale : 

a) Tortues de mer : Pieds disposés en nageoires à doigts très 
inégaux, allongés, élargis et dont le grand nombre n a que des 
ongles larges et arrondis. 

6) Tortues d'eau douce et de terre, dont les pieds sont prescfue 



inguinaux, plusieurs ont le plastran soudé à la carapace par des jointures osseuses. Nous 
ne relèverons plus dans la suite des erreurs mat^ielles de ce genre. 

(*) Lacépéde, Histoire naturelle des quadrupèdes ovipares et des serpents, 
2 ToL in-4«», avec pi., 4788 et 4789. 

(*) Al. Brongniart, Magasin encyclopédique, 4799, p. 484. — Id Mémoires de 
l'Institut, Savants étrangers, 1. 1, p. $87. > ID. Essai d'une classification naturelle des 
Reptiles, 4805; c'est dans ce dernier qu'il crée l'ordre des Chéloniens. 

O Vordre des Chéloniens a été unanimement adopté par les naturalistes. Il n'y a que 
Straus qui, dans son Anatomie du chat et dans son Traité d'anatomie comparative, 
place les Chéloniens après les Reptiles, et établisse pour les premiers une classe spéciale 
qu'il caractérise comme suit: « Sang rouge et froid; ils respirent par des poumons; leurs 
épaules et leurs bassins sont placés sous leurs côtes >. 

(^) Latreille, Histoire naturelle des Reptiles, p. 7. 

« 



Digitized by 



Google 



— 13 — \Z 

égaux, peu allongés, munis presque tous d'un ongle croebu et 
distinet. 

A cette classification, Latreille en a substitué plus tard une 
autre basée sur des caractères différents. 

Dans son volumineux ouvrage sur les Reptiles ('), Daudin suit 
aussi la classification de Linné ; \i divise les tortues en trois 
sections : 

à) Chéloniens ou tortues marines : Pieds aplatis en nageoires 
écailleuses ; doigts inégaux, allongés, élargis, réunis entre eux, 
ayant de vrais ongles très petits sur leur bord extérieur, et 
terminés par des lames écailleuses, larges et aplaties. 

6) Tortues d'eau douce {^): Pieds ayant des doigts très 
distincts, terminés presque tous par des ongles crochus. Ces 
doigts sont palmés dans les uns, demi-palmés ou même non 
palmés dans les autres. 

c) Tortues terrestres : Pieds ayant des doigts non distincts et 
réunis en un moignon écailleux d'où partent des ongles. 

Vers cette époque, grâce à Timpulsion donnée aux études zoolo- 
giques par Cuvier, Brongniart, Geoffroy, Duméril,Blainville, etc., 
les Chéloniens furent également mieux étudiés; néanmoins la 
systématique ne faisait pas des progrès correspondants : les 
auteurs se contentèrent de citer les uns à la suite des autres les 
genres nouvellement créés, ou ils adoptèrent Tune des classifica- 
tions antérieures, en en modifiant, corrigeant et amplifiant la 
diagnose. 

Oppel ('), élève de Duméril, a profité des travaux et de 
renseignement de son maître. Dans son ouvrage, il subdivise les 



(ij Daudih, Histoire naturelle, générale et particulière des Reptiles. Paris, an XIII, 
p. 9, 68 et lia 

C*) Cette sectioD comprend toujours les tortues molles ou nos Trionyx. 

(S) Oppel, Die Ordnungen, PamÛien und Gattungen der Reptilien als Prodrom einer 
Naturgeschichte derselben. Munich, 488i, in-4o. 
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Ghéloniens Testudinati en deux sections, d*après la méthode de 
Klein, et il donne le premier des noms à ces sections. La seconde 
section est subdivisée en deux tribus d*après la nature de 
répiderme. 

Bien que cet auteur ait introduit des modifications importantes 
dans d'autres groupes zoologiques, sa classification des Ghéloniens 
ne montre guère un progrès; il divise ses groupes en genres, 
par un tableau dichotomique. 

Voici la classification d'Oppel : 

L Chelonii 1. Chetonia. 

Testudiiiati • . . { ( a) à peau molle .... 2. Trionyx, 

II. Amyda, < / 3. Chelys, 

\ b) ^ peau écaillease. \ 4. Testudo. 



5. Emys, 



CBTier. 



Cuvier est le premier naturaliste qui ait bien étudié Fanatomie 
et Tostéologie des Ghéloniens. Bien qu*il n'ait pas voulu donner 
une classification proprement dite, Guvier(*) distinguait dans les 
Ghéloniens les cinq genres suivants : 

1* Les tortues de terre : Testudo. 
2' — d'eau douce : Emys. 

3* — de mer : Chelonia. 

4* — à gueule : Chelys. 

5* — molles : Trionyx. 

Ces animaux sont distingués les uns des autres non pas 
seulement d'après la nature des extrémités, mais d'après l'ensem- 
ble de leur conformation : ossification de la carapace plus ou 
moins complète, forme du crâne, présence de lèvres molles dans 
les CkelySf épiderme mou des Trionyx, etc. Guvier a conservé le 
même arrangement dans la seconde édition du règne animal. 



7. — Recherches sur les ossements fossiles, S« édition 
175 pour les espèces Tivantes, et p. 930 pour les espèces» 
V et XV. — Annales du Muséum d'histoire naturelle, 
• les ossements fossiles de tortues. 
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Merrem (<) reproduit encore la classification fondamentale de 
Klein, ou plutôt celle d*Oppel augmentée de quelques genres. 



Pedibus pionifonnlbus } *• £«*'«"<» 
. f 2. Sphargis. 

Pedibus digilaUs . . . 1 ^- ^^^"V*- 
} 4. Testudines. 



Les Testudines comprennent Matamata, Emys, Terrapene et 
Chersina. 

On ne peut guère considérer comme une classification le 
tableau des Chéloniens donné par le D' John Fleming (*). 

Cavity with. a lid ... A. Ups eomeoua . . I. Cistuda 

!% Testudo, 
3 Emys, 
4 Chelonura(*), 
5. Chelonia. 
6. Cortudo (*). 



B. Ups fUshy • • • j 



7. Chelys. 



8. Trionyx. 
■«•treille. 



La classification proposée par Latreille ('), en 1825» s'appuie 
fondamentalement sur la propriété qu*ont beaucoup de Chélo- 
niens de retirer la tète et les memb res sous lacarapace. 



(<} Merrem, Tentamen sytiematis Amphibiorum. Marburgi, 1820, in-8«. 

(*) Flemoig, Philotopby of Zoology, 4822, in Grat, Catalogue of Shield Reptiles in 
ihe CoUection ofthe Britith Muséum, Part i, Testudinata, p. 4. 

Chelonura, Flem. ^ Emysaure , D. et B. =: Saurochelys, Latreille = Aapora, 
Cray =» Chelydra, Schweigger, etc. 

(^) Coriudo, Flem. » Sphargis, Merr. » Dermatochelys , Lesueur =» Scytine, 
Wagler, etc. »= DermochelySj Blainv. 

(S) Latreille, Familles du règne animal. Paris, 1825» p. 80. 
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On peut résumer comme suit sa classification : 

Famille I. Cryptopodes, 



Chelonii. 



, Famille H. Gytnnopodes. 



Tortwi. 
I Émyde, 
Terrapene. 

Carapace écailleuse 
et solide 

Carapace molle . . 



Sauroehélyde, 
Chélonée. 
Chelys 
Trionyx, 



En 1825, le D' John Edward Gray publia dans les Afmales 
philosophiques de Philadelphie un aperçu des genres de reptiles 
et d*amphibiens de rAmérique du Nord, où nous trouvons une 
classification (*) des Chéloniens rappelant partiellement celle de 
La treille. 

11. Feel and head relractile iolo the carapace. Carapace soKd» 
covered >irith horny scales =: Cryptopodi. 
â. Feet and bead ool or only part by relractile into the carapace. 
Carapace mostly soft = Gymnopodi, 

Les Cryptopodi comprennent : 



Fam. I. TesTUOiNiDj; 1. Testudo. 

' Beak horny ;sleroumeiitire,Em^tna. 1. Emys. 

„ .. „ ) Beak horny; sternum transversaly \ ' ^^ 

Fam. II.EMTDiDiB. . . . ( . ^ i. i, . { Z.Stemothœrus. 

satured, Ttrrapheiuna. i , ^. 

(4. KtnosUmon, 

Beak fleshy : Chelidina 5. Chelys. 



■■( 



Les Gymnopodi sont subdivisés principalement d*après la 
nature de leur épiderme en 

Fam. m. TnioNYciDiB 1. Triônyx, 

— IV. $PUARGiDiP£ .... 1. Sphargis. 

— V. CflELONiADiK l. Chelonm. 

Cesl la première fois que le Sphargis est placé dans une 
famille distincte. 



(*) Gbay, Ann. philosoph., septembre 18i6, n» 57, p. 19a 



Digitized by 



Google 



— 17 — 17. 

Cette division fondamentale, identique à celle de Latreille, 
8*écarte néanmoins de cette dernière en ce que les Êmysaures 
et les Chélydes sont placés dans les Emydidœ : Gray n'a donc 
pas uniquement tenu compte de la rétractilité de la tète et des 
pieds sous la carapace, il a rapproché les animaux qui avaient, 
selon lui, une organisation commune. 

Le groupe des Chelydina n*est pas encore défini dans le sens 
actuel de nos Chélydes et n'a pas la même extension. Ce sont 
toujours les caractères tirés de la tète, la trompe, notamment les 
prétendues lèvres molles (>), qui servent à le caractériser. 

Baworib. 

La même année, Haworth (*) a donné une classification des 
Pholidoia (=3 Reptilià) et des Batrachia. 

Les Fomicaia {= Chéloniens) constituent le premier g^upe 
des PhoUdota. 

Edigitata | ^^'"'»: 

' Sphargts. 

FoRRiCATA J / Tesludo. 

Matamata. 

Digiiata ^ Emys. 

Terrapene, 

Chersine. 

Ce tableau s'appuie sur le caractère tiré des doigts^ qui ne 
sont pas distincts dans les tortues appelées mal à propos Edigù 
iata et sont apparents dans les Digitata. 

PllBiBger. 

En 1826, Fitzinger a publié (') à Vienne une classification 
des reptiles, où l'auteur montre une critique très saine et une 
grande érudition. Appuyé sur l'ensemble des caractères, il divise 



(1) ToQchant les lèTres molles de Chelys^ on peat consulter Ddméril et Bubon, Erpé- 
tologie, t. II, pp. 454 sqq.; et Strauch, Chelonologische Studien, p. 49. 
{*) Haworth, Philosoph. Magazine, mai 4825, p. 37S. 
(S) FiTzniGEB, Neue Clattification der Reptilien. Vienne, 48i6. 

XIII. 2 
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1. Caret toïdes. 



les Chéloniens en cinq familles, correspondant aux cinq genres 
de Cuvier. 

Carettcu 
Sphargis, 
2. Testudinotdes ....'. Testudo, 

iTerrapene. 
Chelodtna, 
ChelydrcL, 

À. Chélydoides Chelys. 

5. Trionichokîes Trionyx 



Bell. 



En 1825 (*), rillustrc médecin anglais Bell proposa, dans le 
Zoological Journal^ de réunir dans une sous-famille les Emy- 
didœ^ dont le siernum est mobile. Il les désignait sous le nom 
de Sternothœrina, Plus tard, dans un mémoire spécial (*) et dans 
sa monographie des Chéloniens, il adopte cette sous-fanriiille et il 
donne une classification s'écartant peu de celle de Gray et 
appuyée sur les mêmes caractères. 



Fam. I. Testudinidœ . 



A. Digitata. 



Testudinata. 



Fam. II. Emydidœ . 



\ 



B. Pinnata, 



( Fam 



Fam. 111. Trionychida, 
W.Sphargidœ, . 
V. Chelontadœ . 



1. Testudo. 

2. Pyxiê. 

3. Hinixys» 

a) Strrno aoBiLi (>). 

1. Terrapene 

2. Stemothœnts. 

3. Kinoste9'non, 

6) StERNO SOLIOO. 

4. Uydraspis. 
tt. Emys. 

6. Cheionura, 

7. Cheiys, 
I. Trionyx. 
1. Sphargis 
1. Chelonia. 



(') Thomas Bell, A Monograph of \he Torioites having a moveable Siernum, wuh 
Remarks on their Arrangement and i4ffinities, Zoological Journal, 4825, yoI. II, p. 290. 

(«) Bell, On the Characters of ihe Order, FamUietand Gênera ofthe Teêtudinata. 
ZooL. JouRR., m, 5i3, 182d. 

(S) Ce groupe a) » Stemoihœrina, Gray, en iS25 (Ahn. or Pulosopht, toI. X, p. 21i), 
l'appelait Terraphenina. 
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Bllcea. 



STEBRlCBROTCà. 



En 1828, Ritgen a publié (<) aussi une classification des 
Amphibiens^ mais elle date de 1826. Quant aux Chéloniens, il 
ne fait que reproduire la classification primitive de Linné. Les 
Chéloniens portent le singulier nom de Starrleiber = Sterri- 
chrotes. 

I Pain. I. Fhêschitdkrôten = Eretmoehelones ss Afa/i- 
choneSf compreoaot . Mydœ, Careita et 
SphargiB, 
Fain. II. SchwimmhauUchildkrôten = Phyllopodeche^ 
hnes = Chersydrochelones , comprenant 
AmydcSy Chelonia, Trionyx, Matamata et 
Emys. 
Fam. III. Gangfusschildkrôten^szPodechelonesssCher- 
sochelones, comprenant Dyêtnydœ, Clemmys 
Terrapene, Chersine. 

Cette classification est plutôt un pas en arriére qu*un progrés. 
Les considérations dont Fauteur accompagne cette classification 
indiquent qu'il n'était pas suflisamment au courant de la littéra- 
ture et de Tanatomie de ces animaux. Vers la fin (p. 272), 
Tauteur opine, sans donner de preuves, que Plesiosaums est un 
Cbélonien, bien qu'il le place encore parmi les Sauriens. Dans ces 
derniers temps, nous voyons reparaître des rapprochements entre 
les Plésiosaures et les Chéloniens^ mais, cette fois, appuyés sur 
des données positives. 

lir»sler. 

Un des meilleurs ouvrages de l'époque dans laquelle nous 
sommes est le Naturliches System der Âmphibien du 
D' J. Wagler (*). Cet auteur a fait une étude très soignée des 
Chéloniens; il a parfaitement bien défini plusieurs genres nou- 



(*) KiiGER, Versuch einer Pfatur lichen Eintheilung der Amphibien, Présenté à 
TAcadémie le 30 mai i896. Nova act. cur nat., XIV, 4838, p. 347. 
(>) Wagler, Naturliches System der Amphibien. Munich, i890. 
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veaux; ii a reconnu (<) que ie cou des tortues d'eau douce 
(=3 Steganopodes) se recourbait de deux manières : chez Aspido- 
necteSy Trionyx^ Clemmys^ Staurotypus, Pelusios^ Cinosternon, 
EmySf il se contracte en 5; chez Chelydra (c*est une erreur), 
RhinemySf Hydromediésa ^ Podocnemis, Platemys, Phrynops, 
Pehmedusa, il se replie latéralement; de plus, les premiers ont 
le bassin mobile et soudé au plastron. 

Wagler ne comprend dans Tordre des Testudines qu'une seule 
famille, Hedceroglossœ^ nom tiré d'un caractère de la langue, et 
subdivise celte famille d'après la forme des pattes ; selon Tusage 
de l'époque, chacune des subdivisions de Linné reçut un nom 
nouveau tiré du grec. 

Les Hedœroglossœ sont subdivisées en trois tribus : 

l"" Pattes en nageoires immobiles, aplaties et de longueurs iné- 
gales s= Oiacopodes (*), comprenant les genres Ghelonia et 
Dermatochelys. 

2® Pattes palmées et à doigts mobiles réunis par une mem- 
brane lèche »» Steganopodes (3), comprenant les genres Aspi- 
donectes, Trionyx, Chelys, Rhinemys, Hydromedusa, Podocne- 
mis, Platemys, Phrynops, Pelomedusa, Chersina, Clemmys, 
Staurotypus, Pelusios, Cinosternon, Emys. 

S"" Pattes en moignon, les doigts immobiles, de même lon- 
gueur et enveloppés dans la peau des pattes =» Tyhpodes (^), 
comprenant Cinyxis, Pyxis, Chersus, Testudo. 

Ciray. 

En 1831 (^^le D' Gray refait sa première classiCcation : comme 
Wagler, il a constaté la soudure du bassin avec le plastron de 
plusieurs tortues d'eau douce ; il réunit ces dernières, pour la 
première fois, en un groupe nouveau Chelydidœ, nom emprunté 



(<) Wagler, !bid., p. 3iS. 

(*) Oiacopodes » pieds en rames. 

(S) Steganopodes «= pieds palmés. 

(4> Tylopodes •« pieds callenx. 

(S) D*" Grat, Synopsis reptUium, part. 1, 1834. 



Digitized by 



Google 



— 21 — 2i. 

& Tun des genres; mais îl abandonne la famille des Sphargididœ 
et place la tortue à peau coriace avec les autres tortues marines. 

FaiD. I. TesTODiNiDiB : Teatudo^ Chersina, Kinyxis, Pyxis. 

— JI. EMTDiB : Cistudo, EmySy Kinostemon, Cheiydra. 

— III. Cheltdid£ : SternoihœruSf Chelodinay Eydraspiê^ 
Chelys. 

— IV. TRioNTCiDiB : Trionyx, Emyda. 

— V. CHELONiADiB '. Spharçis, Chelonicu 



Chelonh. 



iriesBifl 



Cette classification de Gray fut adoptée par Wiegmann et 
Ruthe dans leur Bandbuch der Zoologie ('), 1833 ; mais la 
nomenclature fut encore partiellement changée. 

Les CheUmii comprennent : 

Fam. 1. CHELOfiiB: Sphargis, Chelonia, 

— 2. Cnzhsin M iTestudo. 

— 3. EMTDiB : EmySy Cheiydra^ Cinostemon. 

— 4. CHELTDiB : Chelys. 

— 5. Chilotje: Trtonjf^r. 

Ces auteurs ne citent qu^un nombre restreint de genres et 
d'espèces. Le rapprochement des tortues marines et terrestres 
offre un certain intérêt et sera reproduit plus tard par Ruti- 
meyer. Ces deux groupes sont généralement considérés comme 
les deux termes extrêmes de Tordre. 

BoBAiM^rte. 

Le prince Charles-L. Bonaparte a publié à quatre reprises 
différentes la classification des Chéloniens. 

1* Saggiodi una distribuzione metodica degli animali verte- 
brati, Roma, 1831, page 63; 

2* Systema générale d'erpetologia^ 1832, cité par Gray. Ne 
serait-ce pas un chapitre délaché de Touvrage précédent? 

3^ Tavola analitica dei Chelonii^ 1836; 



(') Cité ptr Gaat, Catalogue ofShield Reptiles, etc., p. 5. 
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4° Wiegman's Archiv fur Naturgeschichte, 1838, lome I. 
pages 156 sqq. 
Dans le premier ouvrage, page 63, il divise comme suit : 

Ordine 1. Chelonii. 

Famiglia 1. Testudinidœ. PieiH digilati : gasci ossei : tiinpano manifesto. Ter- 
restri o d*acqua dolce. 

§ I. Testudinina. Labbra coroee. 
§ II. Chelina, Labbra carnose. 

Famfglia 2. Trionycidœ, Piedi digitali; gusci co.iacei; tinipano lalente; labbra 
carnose. Flayiatilf. 

Famiglia 3. Chelonidce. Piedi pinniforini; labbra cornée; timpano latenle. 
Marine. 

§ I. Sphargidina. Gusci coriacei. 
' § II. Chelonina. Gusci ossei. 

Il n^admet qu*un certain nombre de genres; beaucoup de 
genres créés par Wagler et Gray sont considérés comme des 
sous-genres. » 

L*auteur a été amené à réunir dans sa première famille les 
tortues terrestres et paludines par la considération qu*il existait 
un passage insensible entre la forme des pieds des premières et 
des secondes. Il ne tenait nullement compte, comme Wagler et 
Gray, de l'organisation interne des animaux. 

La seconde classification est identique à la première, comme 
les deux dernières sont aussi identiquement les mêmes. 

La classification publiée en 1836 reste au fond la même que 
la précédente, seulement le prince divise la première famille en 
quatre groupes, et il rétablit plusieurs genres qu'il considérait 
auparavant comme des sous-genres. 

ia. Tettudinidinini. 
b. Emidini. 
c. Hydraspedini. 
d. Chelini. 

— II. Trionicidi Tnonychtnu 

... r.^ , .j. { *• Cheloninu 

- "«-CAetomd.. \b.sphargidini. 
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Le groupe Chelini ne renferme que le genre Chelys, et les 
autres genres, caractérisés par une plaque intergulaire et la sou- 
dure du bassin, sont placés dans les Emidini ou les Hydraspe- 
dini. 

Bnnértl et Blbron (*). 

Duméril et Bibron (tome I, pages 355 sqq.) divisent les tor- 
tues comme suit : 

1* ChersUes ou tortues terrestres : pattes courtes, arrondies en 
moignon dont les doigts ne sont point distincts en dehors; les 
mâchoires nues, cornées, tranchantes ou dentelées; le tympan 
visible ; les yeux latéraux, à paupière inférieure plus haute que la 
supérieure; la langue papilleuse. 

S"" Êlodites ou tortues des lieux humides ou marécageux : 
pattes plus ou moins étalées, à doigts au nombre de cinq, mobiles, 
le plus souvent réunis psrr des membranes ou palmés; les 
mâchoires presque constamment cornées, tranchantes et à nu; le 
tympan visible; les yeux à paupière d'égale hauteur; la langue à 
surface lisse, mais présentant des plis longitudinaux. 

Cette famille est subdivisée en deux sous-familles : 

a) Cryptodères : tète conique, parfois aussi haute que large; 
yeux placés latéralement ou tout à fait de côté; cou court, gros, 
arrondi, enveloppé d*une peau lèche, non adhérente, formant 
autour de la tète une sorte de palatine engainante quand Tanimal 
retire sa tète sous la carapace dans la région moyenne et entre 
les pattes, bassin libre; 

6) Pleurodères : tète déprimée ; mâchoires plus larges, moins 
cornées ; ouverture buccale grande ; yeux rapprochés de la ligne 
médiane vers le dessus de la tète. Cou long, gros, se contour- 
nant latéralement pour s'abriter sous la carapace; bassin soudé 
au plastron. 

3* Poiamites ; corps recouvert d'une peau molle, nue, sans 



(1) Erpétologie générale ou Histoire naturelle complète des Repti.es. Paris. Le pre- 
mier Tolume, traitant des généralités sur les Reptiles et de la littérature, date de i834; 
le second, traiunt des Tortues, date de 1835. — C. et A. Duméril, Catalogue méthodique 
dé la collection des Reptiles, Paris, i8M. 
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écailles, à bords libres et flexibles, détachés du sternum; tête 
revêtue d*une peau molle, sans apparence de tympan au dehors ; 
narines prolongées en une sorte de trompe; mâchoires presque i 
à nu, en dehors des replis de la peau; langue épaisse, amincie sur 
les bords; le cou long, cylindrique, rérractile, à peau lâche; les 
membres aplatis et recouverts d*une peau sans aucune écaille; 
cinq doigts dont trois portent des ongles forts, solides, canaliculés 
en dessous. 

Ils renferment deux genres: le premier (Gymnopodes) compre- 
nant les Potamites dont les pattes ne sont pas rétractiles et ne 
peuvent être cachées entièrement sous la carapace ; le second 
(Cryplopodes\ ceux qui peuvent les abriter complètement sous la 
carapace. 

if* ThalassiteSy à carapace déprimée, tête pyramidale, tympan 
invisible, membres aplatis en manière de rames, les antérieurs 
plus développés que les postérieurs, non rétractiles sous la cara- 
pace; doigts allongés non distincts au dehors, seulement on 
observe encore les traces d*un bu de deux ongles. Ils compren- 
nent deux fleures: Spliargis à peau coriace, et Chelonées couvertes 
d*écailles cornées. 

Cette classification a été adoptée par beaucoup de naturalistes, 
notamment par sir R. Owen, dans ses nombreux travaux chélo» 
nologiques. 

Be m«ln¥llle. 

En 1816, de BFainville (*) insistait sur les aflinités des Croco- 
diliens et des Chéloniens, et il détachait les premiers de Tordre 
des Sauriens. En 1835, il divise les Chelonia en quatre familles: 

Chelonea, pour les tortues marioes. 
Testudinea^ — — terrestres. 
Emyda, — — pa lu dînes. 
Amyda ou Trionyx, pour les tortues Ûuviatiles. 



(<) De Blainville, Bulletin de la Société philomathique de Paris, pour 1846; — 
Id., TraUé d'anatomie comparée, 1833; — ID., Reptiles de la Californie et système 
d'erpétologie et d'amphibiologie. Nouvelles archives du Muséum pour 1835. 
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Dumérii et Bibron avaient, à cette époque, publié le premier 
volume de leur, erpétologie et ils publiaient le second. De filain- 
ville n'a fait que changer les dénominations des auteurs de 
Terpétologie. 

Dans toutes les classifications antérieures, on a subdivisé les 
Cbéioniens sans tenter de les rattacher à quelque ordre de Rep- 
tiles. Le premier qui a tenté ce rapprochement est Swainson (*). 

Après les Crocodiliens, auxquels il donne le nom d^Êmy- 
dosaures (^), il place les Chélonides, rattachés aux précédents par 
Chelydra, etc., qui extérieurement, par la longueur de leur 
queue carénée, etc., semblent rappeler les Crocodiliens. 

Le tableau suivant résume son système : 

I Chelydra. 
I Platystemon, 
I Cheiys. 

Testudo. 
i Chersina. 
Famille II. Tesludinidœ { Uomopus. 

Pyxis. 

Kinyxis, 

Cistudo. 

Emys. 

Famille III Emyd<e ^ „o/A<Frw. 

Chelodina. 
Bydraspis. 

Famille ÏV.rnonycVto \Tmydâ' 

Famille V. Chelofiidœ. ^'^t''^*" 

f Sphargis. 

PiCaiBser. 



CHÉLOlflDBS. 



Famille I. Chelidridœ (crocodile lortoises). 



Bien que les travaux de Gray, Dumérii, Bell, etc., aient 
motivé, parait-il, des changements dans la classification des 



(1) W. Swainson, Natural Uistory and Classification of Fishes, Amphibians and 
Reptiles, London, i839, p. 343. Lardner's Cabinet Cyclopedia. 

(*) En tôi6 (BulleHn de la Soc. phitomathique, 1816, p. 111), de BlaioTille trouvait 
entre les Cbéioniens et les Crocodiliens une affinité assez grande pour désigner ces 
derniers sous le nom d'Êmydosauriens, terme adopté par Swainson. 
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tortueSy on voit reparaître encore les divisions fondamentales 
dues à Linné. Le tableau suivant résume la systématique de ce 
groupe d*après Fitzinger (<), en 1843. 



Order I. Tylopodcu Fam. 1. Testodiniobs, comprenaDtCtfnyd^ûr, 
Chersina et Testudo. 

§ I ito«<rato, fam. I. En TDjs, com- 
prenant EtnySfClemmysfihe' 
lydra^ Staurotypus, Cinos-- 
Urnon, 
Faro.3. Htdraspiobs, compre- 
nant Hydraspis. 
§ II. ifandt6tt/afa,fam. I.Gbkltds, 
pour Chelys. 
^ § III. Labiata^ fam. 1. Triortchbs, 
comprenant Trionyx^ Aspi^ 
donectes, 
Order III. OîMopodes. Fam. 1. Chbloiiijb, comprenant Chelonia 
et Thalas80chely$, 
Fam. 2. Dbbmatocrblto£, pour Dermatochelys. 



Tbstudinata. 



Order II. Steganopoda, ( 



Mayer. 

Gomme Fauteur précédent, Mayer (') distingue seulement les 
tortues terrestres, d*eau douce et de mer, mais il leur donne 
encore des noms nouveaux : 

1. BcBnodaclyli = tortues terrestres. 

3. Eressodactyli = tortues dVau douce, y compris Tnonyic 

3. Pterodactyli = tortues marines. 

La classification du major Leconte (^) s*écarte beaucoup des 
précédentes, tant dans son ensemble que par les caractères sur 
lesquels elle s'appuie. 



{^) Fitzinger, Systema rtptUium, i8i3, p. 39. 

(*} Mater, System des Thierreichs, i89, 4849, et WiegmarCs Archivfàr Naiwrgesch., 
iSSO, p. 67. 

(>) Leconte, Proceedings of the Aeademy of Natural Sciences of Philadelphia, 
TOI. VII, 1854, p. 186. 
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Favilia prima. 



Pedes pinniformes. Sternum osse episternali postice producto. 

a) Chelone, 

b) Sphargis, 

Favilia secunda. 

Pedes eompressiy ungulati. Sternum scuto singuio (abdomi- 
Qali)alato, alarum marginibus non inflexis. 

A. Sternum osse episternali postice producto. 

Chelydra, 
Staurotypus. 
Trionyx. 
Emyda. 

B. Sternun^ plus minus uni-vel-bivalve, osse episternali 
maximOy entostemali obsoleto (in pullis rudimentali), alis a scuto 
abdominal! solum proiectis. 

Kinosternum. 
Favilia tertia. 

Pedes ungulati plerumque compressi. Sternum scutis duqbus 
alatis (pectorali abdominalique), alarum marginibus, excepta 
Cistudine, fortiter inflexis ; scutis caudalibus duobus distinctis. 

§ a. Sternum scutis il seu i2 tectum. 

Emys. 

Platysternum, 
Teleopus. Le. 
Lutremys, 
Ciitudo. 

§ p. Sternum scutis i3 tectum. 

Chetys. 

Chelodina. 

Sternothœrus, 

Penlonyx. 

Platemys. 

Podocnemin, 
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Familia quarta. 

Terrestres. Corpus seutatum. Sternum alatum, sutura lateralî 
ossea, alarum marginibus fortiter inflexis. Pedes elavati, ungu- 
lati, scutum caudale nunquam dîvisum, sed stria superiore per- 
pendieuiari fortiter impressa, qua in parles duas secari videiur. 

Testudo. 
Pyxis, 
Homopuê, 
Kinyxis, 

Le fait capital de cette classiGcation est la fusion des Triany- 
chida avec Chelydra et Staurotypus en une seule famille. 

•Irancli (1). 

En 1862, Strauch adopte la première classification donnée 
par Bonaparte et, ne s'appuyant que sur des caractères exté- 
rieurs, combat la classification de Duméril, surtout parce qu*il y 
a un passage insensible entre les pattes des Chersiles et des 
Elodites de Duméril. 

II divise les tortues (Chelonià) en trois familles : 

1" Testudinida. Der Rûckenschild stels oval, aber în sehr 
verschiedenem Grade gewôlbt; die Brustscbildknochen stets zu 
einer Platte verwacbsen, die hôchstens in der Mitte offen bleibt; 
beide stets mit Hornplatlen gedeckt. Tympanum stets sicbtbar. 
Die Extremiiôten Gang- oder Schwimmfusse. Die Krallen von 
verschiedener Form, an den Vorderfûssen nie unler 4, gewôbn- 
lich aber 5, an den Hinterfûssen gewôhniicb 4, selten 5 und nur 
in einem Faite 3. Die Lebensweise terrestrisch oder amphibio- 
tisch. 

Cette famille se subdivise en deux tribus : 

à) Chersemyda : Das Becken frei, nicht mit dem Brustschilde 
verwachsen. Hôchstens 2 Gularplatten, oft nur eine, selten keine. 

(^) Strauch, Chelonologitche Studien mit besonderer Beiiehung auf die Sehild- 
krôtemammlung der Kaiterlichen A cademie der Wistenschaften tu S^-Petersbourg, 4862. 
MÉMOIRES DE L'Académie impériale de St-Pètersbourg, t. V, n« 7. 
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Dièse Tbiere haben fast sâmmtlicb die Fôhigkeit, Kopf und Hais 
HDter den Rûckenschild einzuzieben. 

6) Chelyda : Das Becken stets mk dem Brustscbilde verwach- 
sen. Dieser letzlere stets mit 13 Platten, indem ausser den 
S Gularplatten immer eine Intergalarplatte vorbanden ist. Dièse 
Tbiere ziehen Kopf und Hais zu allermeist niebt unter den 
Rûekenschild ein, sondern beide Theile werden anf die Seite 
geklappt ond unter dem meist vorragentlen Rande des Rûcken- 
scbildes verborgen. 

3* Trionychida : Rûckensehild stets von ovaler Form, dabei 
meist sebr flaeh gewôibt^ zeigt einen knôcbernen, auf seiner 
Oberflâcbe vermiculirten oder granulirten Discus und rund um 
denselben einen weichen knorpeb'gen Rand, welcber ietztere 
bôebst selten von einzelnen auf ihrer Oberflâcbe granulirten 
Randknocben gestûtzt ist; der Brustschild bestebt auszeiUebens 
getrennten Knoehen; beide sind von einer continuirlichen Haut 
ûberzogen und obne eine Spur von Hornpiatten. Die Nasenlôcber 
stets in einen weieben Rûssel verlëngert und die Kiefer mit 
fleisebigen Lippen gedeckt. Das Tympanum unier der Haut 
versteekt. Die Exlremilâten stets so genannte pattes m palettes^ 
d. b. dreikrallige, mit sebr entwickelten Interdigitalmembranen 
versebene Sebwimmfûsse. Kopf und Hais unter die Sebale einzieb- 
bar, zuweilen kônnen aueh die Extremitàten und der kurze 
Scbwanz dureb *besondere Sternalklappen verborgen werden. 
Lebensweise durebaus aquatiseb. 

3* Cheloniida : Rûckensehild herzformig, vorn rundiicb ausge- 
randety binten zugespitzt. Die Knocben des Brustscbildes ver- 
wacbsen nicbt zu einer Platte, sondern sind zeitlebens getrennt. 
Die ganze Sebale entweder mit einer continuirlichen Lederbaut 
ûberzogen, oder mit einzelnen regelmâssig geformten, parque- 
tirten oder imbricaten Hornpiatten gedeckt. Der Hornûberzug 
der Kiefer durchweg sebr massif. Das Tympanum verborgen. Die 
Extremitàten stellen Flossenfûsse mit durchaus verflachtenZeben 
dar, welcbe, die letzté oder auch die beiden letzten ausgenom- 
men, mit einander unbeweglich verbunden sind; die Vorderfûsse 
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bedeutend langer ais die Hinterfûsse. Die Krallen rudimenCfir, 
hôebsteDS in der Zabi 2 an jedem Fusse vorbanden, selten ganz 
fehiend. Kopf und Extremilfiten kônnen niebt unter die Scbale 
cingezogen werden. Lebensweise durebaus aquatisch und zwar 
bewohnen dièse Thiere die Meere der heissen und gemâssigten 
Zone. 

Cette famille se divise aussi en deux tribus : 

1* Sphargidtna : Die Scbale von einer dicken Lederhaut ûber- 
zogen. Die Extremitâten ohne Krallen. 

2® Chelonina : Die Scbale von regelmâssigen parquetirten 
oder imbricaten Hornscbildern gedeckt, an jedem Fusse eine 
oder bôcbstens 2 Krallen. 

Dans son Catalogue of Shield Reptiles in the Collection ofthe 
British Muséum, 18S5, et dans le Supplément to Catalogue of 
Shield Reptiles in the Collection, etc., London , i 870, Gray admet les 
cinq groupes fondamentaux de 1831, en leur donnant une valeur 
différente; enfln il subdivise à Tinfini les groupes secondaires. 

En 1855» page i, il donne : 

Ghelonia. 
A. Digitale. 

a) Back witb borny scales. 

I. Testudinidœ : Feet club-sbaped ; claws 54 or 44, blunt. 
Caudal shield united into one, incurved. Neck retractile. 

IL Emydidœ : Feet palmated, claws 54 or 44. Caudal sbields 
separate. Neck retractile. Pelvis attacbed to the vertebrœ only. 
Sternal sbields 11 or 12. 

III. Chelydidœ : Feet palmated, claws 54 or 5-5, acute. 
Caudal sbield separate. Neck contractile. Pelvis attacbed to tbe 
vertebrœ and sternum. Sternal sbields 13. 

6) Back witb soft skin. 

IV. Trionycidœ : Feet palmated, claws 3-3, acule. Boncs 
covered witb a soft skin baving a flexible margin. 
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31. 



B. Pinnate. 



V. Chehniadœ : Feet fin shaped, compressed. 



En 1870, page 3 du supplément, ces subdivisions sont consi- 
dérées comme des sous-ordres et elles changent de noms. 

Ce sont : 

Soborder 1. Tylopoda. 
t— 2. Steganopode», 

— 3. Pleurodères. 

— 4. Trionychoidea. 

— 5. Oiacopodea. 

Ces sous- ordres sont divisés en un nombre considérable de 

familles, de tribus. 

Tribus. 



TiLoroDA .... Fam. 1 . Testudinidœ, 



Fam. 1. Cistudinidœ. 



Stecahofodes. 



Fam 2. Emydidœ, 



PLKcaoDiies. 



Tbiortchoîoea. 



OiACoroDis 



Fam. 3. Matactemmydœ, 

— 4. Pseudemydœ. 

— 5 Dermatemydœ, 
^ 6 Bataguridœ. 

Fam. 7. Chelydradœ . . 

Fam 8. Platyslemidœ. 
Fam. 1. Chelydidœ. 

— 2. Hydraspididœ, 

— 3. Pelomedusid^. 

— 4. Pellocephalidœ, 
Fam. 1. Chitradœ. 

— 2. TrUmychidœ. 

— 3. Emydinadœ, 

Fam. 1 . Chehniadœ, 

— 2. Sphargididœ, 



Testudinina, 

Homopina, 

Kinixyna. 

Manouriana. 

Cistudinina. 

Lutremyina. 

Cyclemydina. 

Geoemydina. 

Emydina. 

Belliana, 



Chelydraîna. 
Siaurotypina, 
Aromochelyina. 
Kinosterninina, 
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Dans les dernières années de sa vie, Gray avait la manie de 
classer les animaux ; observateur sagaee et minutieux, il décou- 
vrait les moindres détails, les plu? petites modifications qui échap- 
paient aux autres naturalistes ; mais il avait le tort de fonder 
sur ces détails des divisions du règne animal. En 1873 (*), étu- 
diant la surface alvéolaire des tortues terrestres, il fut amené à 
les subdiviser comme suit : 





Tribe 1. Xerobatina. 




SecUon L . | — 2. Megalochflyina, 




l — 3. Chelonoidina, 


Land-Tortoises. 


SecUon IL . . Tribe 4. Peltastina. 


Tbstodinata. 


* - 6. Pyxidina. 






[ Section IV . . Tribe 7. Kinixyina. 



A^mmIb. 



Dans la seconde partie (') de son grand ouvrage, Contributions 
to the Natural Bistory ofthe United States of America, Agassîz a 
exposé une classification nouvelle des Gbéloniens, classification 
bien naturelle, pense-t-il : 



Ordo. 

Tbstudiiiata,{ 
Klein. 



I. 

Subordo. 




Chelonii, 


Fam. 1. Sphargididœ. 


Oppel. 


— 2. Chelonioidœ, 




Fam. 1. Trionychidœ. 




— 2. Chelyoidœ. 




— 3. Bydraspididœ, 




— 4. Chelydroidœ, 


II. 
Subordo. 

Amydœ, ' 


- 5. Cinoslernoidœ. Snbfam. 1. O^oMecofcte. 
— 2. Cinoslernoidœ, 


/Subfam. \. Nectemydoidœ. 


Oppel. 


V — 2. Deirochelyoidœ, 




— 6. Emydoidœ . . < — 3. Evemydoidm 




1—4. Clemmydoidœ. 




\ — 5. Cistudinina. 




— ' 7. Tesludinina, 



(^) Grat, On the SkulU andAlveolar Surfacei of Land-TortoUei (Testudinata). Pbo- 
CEEDiNGS OF THE ZooLOGiCAL SociETT OF LoNDOK, 4 november 1873, p. 722. 
(> Horth American Testudinata, 4857. 
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Âgassiz n*a pas donné la diagnose bien nette de chacune de ses 
familles. Quand il les déGnit, il entremêle des caractères de 
famille avec des caractères génériques, spécifiques et même des 
caractères individuels. 

La subdivision fondamentale de Tordre en deux sous-ordres 
s*appuie uniquement sur les caractères des membres; il est 
vraiy Agassiz ajoute des caractères secondaires tirés de la cara- 
pace et du crâne. Il développe longuement les différences entre 
les Sphargididœ et les Chetonioidœ. 

L*auteur était tenté (p. 247) d*élever aussi les Trionychidœ en 
sous-ordre, mais les différences existant entre Sphargis et 
Chelone^ réunis dans un sous-ordre, sont aussi considérables, 
dit-il, que celles qui existent entre les Trionychidœ et les autres 
Àmydœ. 

La famille des Chelyoidœ ne comprend que le seul genre 
Chelys et la diagnose du genre est celle de la famille. 

La famille des Hydraspididœ est peu définie, faute de maté- 
riaux : « The long-nccked Hydraspids, dit-il, page 248, witb 
rctractile head, or rather where head can be bent lalerally and 
so protected unter the shield... » 

Les Chelydroidœ (p. 248) sont caractérisés par « their cari- 
nated backs, their dcntated margin, their broad, flat beads, 
their narrow cross-like sternum, their large tail, their imper- 
fectly retractile limbs and head... > 

Les Cinostemoidœ, par Tabsence d^entoplastron, « their exten- 
tivc sternum and their more movable pelvis. » 

Les EmydoidoBy par « their ovate form, swelling centrally, 
while (he margin bas a tendency to spread outward, in which 
last feature they agrée witb the Chelydroids and Hydraspids, 
while in that respect, they differstrikingly from ihe Cinosternoids, 
the margin of which bas a tendency to round itself up and turn 
inwards, as is also the case in the genuine Testudos, which 
constitute the last and highest family of the whole order. » 

Les tortues Pleurodères, comprises dans le sens de Duméril et 
Bibron, présentent, dit-il (p. 335), un certain parallélisme avec 
TrionyXf Chelydra, Cinostemon^ etc., et ne peuvent pas par 
xin. 3 , 
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conséquent former une seule famille. Les Chelyoidœ rappellent 
les Chelydroidœ; les Stemothceroidœ rappellent les Cinostemoidœ; 
Pelomedusa -4- Pentonyx rappellent les vraies Emydoidœ. 

La plupart des caractères sur lesquels il base ses divisions 
sont connus, mais il leur donne des valeurs plus ou moins 
grandes. Il a voulu appliquer les règles énoncées par lui dans la 
première partie de son volume (^)Essay on Classification, où il 
indique les caractères qui doivent guider le naturaliste dans 
rétablissement des diverses divisions du règne animal. 

€ Branches or types are characterized by the plan of their 
structure. 

Classes^ by tbe manner in which that plan is executedi as far 
as ways and means are concerned. 

OrderSy by the degrees of complication of that structure. 

FamilieSy by tbeir form, as far as determined by structure. 

Gênera^ by the détails of tbe exécution in spécial parts. 

SpecieSy by the relations of individuals to one another and to 
the world in which they live, as well as by the proportions of 
their part, their ornamentation, etc. » 

Aucun naturaliste, croyons-nous, ne peut admettre ces règles 
tracées a priori par Téminent savant américain. Nous ne voulons 
pas seulement parler de sa définition de Tespèce, mais surtout 
des caractères sur lesquels il veut appuyer les divisions du règne 
animal. Les embranchements n*ont pas évolué diaprés un plan 
cooHnun à tous les animaux, ou diaprés un plan uniforme, ou 
du moins rien ne le prouve. Il n'y a pas de symétrie ou de 
parallélisme entre les groupes des embranchements. Ces termes : 
genre, famille, etc., ont des valeurs bien différentes* suivant les 
embranchements. Que Ton compare, par exemple, la classe des 
oiseaux à celle des reptiles, Tordre des grimpeurs à celui des 
Chéloniens, etc. Les familles, ordres, classes ne sont pas fondés 
en nature, ce sont des coupes artificielles qui nous servent à 
montrer Tenchainement des êtres, les rapports qu'ils ont entre 
epx, la place qu'ils occupent dans l'évolution. Au lieu de ces 

^t) agassiz, op. dt., p. na 
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termes on pourrait mettre aussi bien des chiffres ou des lettres. 

Que Ton examine les différents ordres admis par Agassiz, il 
sera bien difficile de reconnaître partout qu1ls sont fondés sur 
« the degrees of complication » , etc. 

Les subdivisions fondamentales du règne animal sont appelées 
embranchements. Les groupes naturels et uns que Ton distingue 
dans les embranchements sont des classes, etc. Ces termes ne 
signiOent que première, deuxième ou troisième subdivision, sans 
qu^on veuille leurdonner une autre signification et sans que les sub- 
divisions correspondantes soientrondées sur les mêmes caractères. 

BntlBieyer. 

Rutimeyer (*) est, sans conteste, Pun des naturalistes qui ont le 
plus contribué à nous faire connaître les Chéloniens. Ses travaux 
seront encore consultés longtemps avec fruit par tous ceux qui 
ont à s occuper de ces animaux tant vivants que fossiles. Il est 
vrai, le savant cbélonographe n*a pas proposé de classification 
nouvelle, il a suivi Duméril, mais il a émis des considérations 
d*une telle importance sur les divers groupes de ces animaux 
que nous ne saurions les passer sous silence. Il est le premier 
naturaliste qui ait attiré suffisamment Tatiention sur l'organisa- 
tion des Chélydes dont « die gesammte Organisation von der der 
Emyden abweicbt », notamment celle de la tête, des vertèbres 
cervicales^, de la carapace, etc. 

Il considère le groupe des Pleurodères (Dum. et Bib.) comme 
aussi indépendant que celui des Cryptodères, Dum. et Bibr., ou 
plutôt comme un groupe parallèle à ce dernier avec des subdi- 
visions correspondantes, comme Tinsinue déjà leur singulière 
distribution géographique actuelle. On aurait : 



(1) RtrnuETES, Die fossiten Sehildkrôten von Solothum und der ùbrigen Jurafor- 
mation, etc. MEUC DERKSCHRirrm DEB SCHWEIZ. MATURFORSCHEHDEIf Gesellschaft, 
Baod XXV, 4873. — Ueàer den Bau von Schale der Schàdel bei lebenden und fotsilen 
SehUdkrôten, etc. Verhandu der natorforsch. Gesellschaft Basel, ?oI. VI. 
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ÉLODITES. 
Crtptodèbes. 



Chélydroides 
Cistudinida (*). 
Euémydes (achte Emycleo). 
Idcoddus. 



Plkorodères. 

Chelys. 

Sternothœrus -h Penlonyx, 

Platémydes. 

Chelodina '\- Chelymys (•). 



Ayant décrit plusieurs Êmydes fossiles {Thalassemys, Tropi- 
demys\ Rutimeyer observe que ces espèces, tout en appartenant 
aux Emydes ('), dans le sens large du mot, se rapprochent plus 
des Cliélydroïdes, mais conservent encore des caractères plus 
embryonnaires que ce groupe et des affinités avec les tortues 
marines, et il les place provisoirement entre les Chélonées et les 
Chélydroïdes, sous le nom de Thalassémydes. 

Rutimeyer a établi encore un autre groupe provisoire, les 
Chélonémydes, pour les ^pèces éocènes de Chelone décrites par 
Owcn, parce que leur plastron et leur carapace sont beaucoup 
plus ossiGés que dans les Thalassites actuels et qu*ils se sou- 
daient peu(é/re plus tard et même au moyen de pédoncules 
axillaires et inguinaux. La place de ces animaux lui semble 
douteuse, parce qu on ne connaît pas encore leurs membres. 

La classification de Rutimeyer pourrait donc se résumer 
comme suit : 

Trionychida. 
Chersiies, 

Thalassites {Sphargis compris). 
Chéionémydes. 
Tha lassé mydes, 
Élodite» i Cryplodères. 
Pleurodères. 



(1) Ueber den Bau, etc., p. 30. 

(*) Agassiz, dans son grand ouvrage, p. 339, en note, donne le parallélisme soiTant : 



Creltdrotdes. 
CinoiUmoidœ . 
Vraies Êmydtê, 

(») Êmydes = Cryplodères, Dum. et Bib. 



ChcltoTdes. 
Sternùlhcennda, 
Pilomeduêa H- Penlonyx. 
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P««l CSerrata. 



Paul Gervais termine son mémoire (*) sur le Sphargis par la 
considération suivante : « Tout en appartenant bien, comme 
les Chélonées, h Tordre des Chéloniens^ le genre Sphargis ne 
saurait être classé dans la même famille qu'elles. Il doit évidem- 
ment constituer un groupe a part, ainsi que font déjà admis 
quelques auteurs, particulièrement MM. Gray (1825), Fitzinger 
et Cope. 

» Cette manière de considérer le genre Sphargis s'appuie sur 
plusieurs faits importants tirés de la considération du squelette. 
Tels sont la conformation du crâne, Tétat rudimentaire de la 
carapace proprement dite qui se trouve réduite à la plaque 
étoilée propre à la région cervicale, Tapparence du plastron et 
la présence d'une carapace supplémentaire formée par les nom- 
breuses pièces osseuses, articulées les unes aux autres par engre- 
nage, dont la réunion a fait donner à cette espèce le nom de 
Luth. » 

Dans son cours d'histoire naturelle (Paria, 187K), il divise les 
Chéloniens en cinq familles : 

1* Les tortues véritables ou Chéloniens terrestres ; 

2** Les Émydes ; 

3* Les Trionyx; 

4"* Les Thalassochéliens ou Chéloniens marins; 

K*" Les Sphargis ou Luths, dont la boite osseuse est formée de 
petites pièces polygonales et n'adhère pas au squelette thoraco- 
abdominal. 

Il est étonnant qu'il n'ait point parlé des Chélydcs. 

Huxley (J) suit la classification de Duméril et Bibron ; nous la 



(<] P. Oervais, Oitiologie du Sphargis Luth. Nodtelles archives du Muséum, 
t vni, p. »♦. 

(«) HuXLET, Êtémenti d'anatomie comparée det Vertébrés, Paris, i875, p. 847. 
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citons parce qu*il a modifié les noms des groupes fondamentaux 
de cet ordre. 

1* Testudinea; 

2» Emydedf avec les deux subdivisions de Duméril; 

3* Trionychoidea ; 

4' Euerela ou tortues marines. 

fleeley (>). 

Intéressantes sont aussi les raisons sur lesquelles Seelejr base 
sa division des tortues en trois groupes : « It will readily occur 
to any one familiar vvith (he Chelonia that the type wbicb is 
represented by Sphargis and Psephophorus, differs from al! the 
other members of (he order, not only in having the ribs entirely 
separate from the carapace, but also in the fondamental plan 
upon which ihe représentative of the carapace itselfisconstrueted; 
and I believe (hat we hâve hère an indication of a primary divi- 
sion of the Chelonia to which palœontological 4iscoveries may 
hereafter give more importance than can at présent be claimed 
for it. From the point of view of évolution, it may fairly be anti- 
cipated that the pavement-sliieided type of Chelonian preceded 
that in which the dorsal shield is formed of symmetrical bones. 
Perhaps ihe most remarkable character in the dermal skeleton of 
Sphargis is the fact ihai the bones of the plaslron, although only 
forming an outer ring to the ventral surface» are already defined 
and homologous with those of (he ordinary Chelonian, in which 
the carapace is specialized. And this leads me (o draw attention 
to the fact that the dermal bones of Sphargis, which may be 
detected without diflicuhy on the dorsal surface of any ordinary 
shield, are altoge(her invisible on the in(erior side of the shield, 
which was in con(act with (he neural arches of (he dorsal 
vertebrae and (he siender flattened ribs; so that it is quite 
évident that the ordinary carapace of a Chelonian is in no way 



(*) Seelky, Note on Psephophorus polygonus, QuARTERLT JOURNAL or THE GIOLO- 
€iCAL Society. August, 4880, p. 406. 
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représentée! by the dermal skeleton of Psephophorus or Sphargis. 
— The granulation on the sbield of Trionyx^ on such a view» 
indicates dermal bones like those of Sphargis — which wére 
originally separate, but hâve been corneblended with the bony 
éléments which were subsequently developed beneath them. 
The costal plates are said to be al ways distinct from the ribs in the 
young turtie when first hatched. They are certainly very small 
in ibe young of some of ihe Trionychidae, in which, indeed, they 
remain throughout life but parlly united with the endoskelelon. 
It is the impossibility of logically accounting for the development 
ofthe Chelonian carapace without the aid of tbis hypothesis 
that leads me to, attach more (han ordinary importance, in a 
classiCeational point of view, to the characters prcsented by 
Psephophorus, » — P. il2 : • The characters ofthe carapce indi- 
cale three primary divisions of the Chelonian order : First, ihe 

Âspidochelyidœ^ comprising Turties, Emydions and Tortoises, 
in which the symmeirical bony carapace is covered with symme- 
irical horny scuts; secondly, the 

Peltochelyidœ, including the Trionychidœ, in which (he sym- 
metrical bony carapace bas a granular surface-structure, and 
is covered by an undividcd dermie substance without scut; 
and thirdly the 

Dermatochelyidœ, represented by the Sphargididae, in which 
the carapace is not developed, but is represented by a botiy 
skeleton within the skin, resembling a lesselated pavement. » 

Cope. 

Dans une longue suite de travaux, Cope (i), Tillustre et infa- 
tigable professeur de Pliiladelphie, qui a tant contribué au 



(<) a) Cope, On Euclastes, a genut of exiinct Chelonidœ, PROC. A CAD. Nat. Se. 
Pbiladelphia, i8ë7, p. 39. 

b] Id^ On the Homologics of^ome of the crantai bonet of the Reptilia, etc. AMER. 
Àsçoc. FOR Adyahcehent of Sciekcr, U XIX, 4874, p. S35. (Atheca.) 

c) Id., Synopiis ofthe exiinct Batrachia, HepiiUa and Avet qf N. A, Traks. An* 
Phil. Soc. Philadelphia, 4871, !235. 
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progrès de l*ostéoIogie et de la systématique des Vertébrés, a 
abordé Tétude des Chéloniens et il a modifié considérablement 
les classifications proposées. 

Il réunit en un groupe indépendant le Sphargis et ses congé- 
nères fossiles, sous le nom d'Âlhecœ. Avant lui, Gray (1825) en 
avait fait une famille, mais subordonnée aux Gymnopodes; Bell, 
une famille dans les Pinnata; Gray, une famille dans les 
Oiacopodes; Agassiz, une famille de ses Chelonii. Copc est donc 
le premier qui (en 1870) a détaché de tous les Chéloniens cette 
famille indépendante, non subordonnée à une autre division 
primordiale des Chéloniens, ce que Seeley a également fait 
dix ans, et P. Gervais cinq ans après lui. 

Les autres Chéloniens sont subdivisés en deux groupes : les 
Pleurodira et les Cryptodira^ selon que le bassin est soudé ou 
non au plastron (*)• 

Dans son volumineux ouvrage The Yertebrala ofthe Tcrtiary 
Formations of the West, 1883, p. 111, il donne le synopsis 
suivant des Cryptodères : 

1. Plastron not articula ted to the carapace, but presenting to il 
more or less open digitations : Dactylosterna. 

A. Phalanges of anterior limb wilbout conJyles, and covered by a common 
integument; eight pairs of costal bones. .... Cheioniidœ. 



d) Id., Description ofthe genus Protottega. An. Phii/)S. Soc , mars 4872. 

e) Id., Check'list of the North American Batrachia and BeptUia. Bulletin N. S. 
National Muséum, 4875, n» I, p. 46. 

f) Id, Contribution' to the hisiory of the Vertebrata ofthe Lower Eocene of Wyo- 
ming, etc. Av. Philosoph. Soc , 4881, pp. 443 sqq. 

g) Id., The Reptiles ofthe American Eocene. An. Naturalist, 4883, p. 279. 

A) Id., Report of the United States geological survey of the Territories, ?ol. lîl. — 
The Vertebrata ofthe tertiary formations of the West. Washington, 4883 (p. 415, arbre 
phylogénétique). Le titre extérieur de cet ouvrage porte la date de 4884. 

i) Id., Report ofthe extinct Vertebrata obtained in Neuf-Btexico,iS81. 

(<) Les Pleurodira de Cope correspondent parfaitement aux Êiodites pleurodères 
de Duméril et Bibron; mais les Cryptodira de Cope ne correspondent pas aux Êio- 
dites cryptodères des auteurs de l'Erpétologie; ce lerme a reçu une signification beau- 
coup plus étendue. 
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B. Phalanges of anierior lirob withont oondyles; nioe or 

more costal bones Propleuridœ» 

G. Pbalaoges of aDterior limb with condyles; digits 
inclosed in distinct integuments; eight costal bones; 
sternal éléments anited bj digiiations and inclosing 
rootanelles; caudal Tertebrœ procœlous .... Trionychidœ, 

D. Phalanges of anterior limbs with condyles; digits dis- 
tinct; eight costal bones; sternal éléments united 
by sature and inclosing no fontanelles; caadal ver- 
lebrœ opisthocœlous Chelydridœ, 

II. Plastron uniting wiih the costal bones of the carapace by 
suture, with ascending axillary and inguinal buttresses. (Feei 
ambulatory) : Clidosterna. 

A. Intersternal bones présent : 

No intergular scuta Pleurosiernidœ. 

Interguiar scuta; caudal vertebrœ opisthocœlous . Baënidœ. 

B. No intersternal bones : 

a) Intergalar scuta. 

A mesoslernal bone Adocidœ, 

b) No intergular scuta. 

A mesostemal bone; ihree séries of phalanges . . Emydidœ. 
No mesostemal bone; three séries of phalanges . . Cinostemidœ. 
A mesosternal bone; two séries of phalanges. . . Tesludinidœ, 

III. Plastron uniting with the marginal bones of the carapace 
by straight suture only. (Feet ambulatory) : Ltsosterna. 

No intersternal bone nor intergular sculum; a me- 
sosternal bone and three séries of phalanges • . Cisludtnidœ. 

Cope divise les Pleurodèret en quatre familles : 

a) Les Bydraspididœ, 

b) Les Pelomedusidœ^ 

c) Les Chefydidœ^ 

d) Les Podocnemididœ, 

et le naturaliste de Philadelphie considère les premiers comme 
la souche des trois autres familles. 
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Dans son grand ouvrage cité ci-dessus, page i IS, Cope donne 
rintéressant tableau ou arbre phylogénétique suivant : 



Cistudinida. Cinostemidœ. 




Tesludinidœ» X 



Emydidœ 




Adocidœ, 



Sphargididœ. Protostegidœ 



Trionychidœ. 



Ce tableau phylogénétique montre que Cope admet que les 
tortues actuelles sont sorties de deux souches différentes, d*un 
côté les Athecœ avec les Cheloniidœ^ de Tautre le reste des 
tortues. 



•ollo. 



Dans un grand nombre (>) de notes paléontologiques,M. Dollp 
a eu Toccasion de traiter la systématique des Chéloniens. 



(<) a) L. DOLLO, Première note sur les Chéloniens de Bernissart, BULLETIN OU 
Musée royal d'histoire naturelle de Belgique» t. III» p. 63. 
b) iD., Première note sur les Chéloniens du bruxellien. Ibid., t IV, p. 75. 
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Dans sa notice sur les tortues de Bernissart, Tauteur adopte la 
classification de Strauoh à laquelle il ajoute la famille des ThalaS' 
sémydes, qu'il définit : « Chéloniens avec une carapace et un 
plastron de Cheloniidœ et des membres de Testudinida • , et dans 
laquelle il range des Chersémydes et des Chélydes, et renfermant, 
comme les Testudinida de Strauch» des types avec les muscles 
temporaux protégés par une voûte osseuse (Eutystemum) et des 
types avec des muscles temporaux simplement recouverts par 1% 
peau. Les Thalassémydes sont considérés comme les ancêtres 
des Chéloniens subséquents. 

Le tableau suivant, emprunté à Fauteur, résume ces considé- 
rations : 

Chersémydes. Chélydes. Trionychida Cheloniida, 



Thalassémydes, 
Prochéloniens, 

Dans le travail sur les Chéloniens du bruxellien, M. Dollo 
adopte, tout en les modifiant, les vues de Cope. 

1® « Bien qu'on- ne connaisse point actuellement, au moin's 
avec certitude, de Chéloniens pourvus de dents (? Macehgnatha)^ 
il est indiscutable, comme le montre la comparaison avec 
d'autres groupes (les oiseaux, notamment), que les tortues éden- 
tées proviennent de formes dentiféres. C'est d'ailleurs ce que 
confirme l'embryologie, car les embryons de Trionyx possèdent 
des dents rudimentaires. On pourrait donner à ce stade de 
l'évolution des Chéloniens le nom de Prochéloniens ^ ou, pour 



c) Id., Première note sur tes Chéloniens landéniens. IBID^ t. IV, p. 429. 

d) IDm Première note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes de la Belgique. 
lBiD.,t.V,p.59. 

e) iD., Sur le genre Euclastes, Annales de la Société géologique du Nord, t. XV, 
4888, p. 444. 

f) ID., On the humérus of Euclastes, Gkolog. Magaz., ?o1. V, n» 6, 4888, p. 234. 
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construire un mot plus semblable à celui créé par le professeur 
Marsh pour les oiseaux dentés : Odontochelones... Par opposition 
aux Prochélonienà ou Odontochelones, il conviendrait peut-être 
de désigner les Cliéloniens proprement dits par les termes 
(ÏEuchéloniens ou Rhynchochelones. » 

S*" Il adopte la division Athecœ proposée par Cope, « attendu 
qu'elle correspond à un autre stade de l'évolution des tortues : 
celui où la carapace n'était pas encore constituée par des ossifi- 
cations endosquelettiques et exosqueletliques combinées. 

» Si Ion adopte le groupe des Athecœ, il y aurait lieu, me 
semble-til, de lui opposer tous les autres Euchéloniens sous le 
nom de Thecophora, » 

3** Enfin, il divise les Thecophora en Cryptodira et Pleuro- 
diruy comme Copc, et il admet les subdivisions du professeur de 
Philadelphie, excepté qu'il abandonne la famille des Prophuridœ 
et crée pour les Thalassémydes (Cryptodères) la famille des 
Etiryslernidœ. 

Le tableau suivant résume ces considérations en substituant 
au terme slemum celui de plastron. 



Prochélonlens ) 
(Odontocl.élonieD8.)r *''«"''5»«'*«- 

Il II- • .,i.„ iChfloniidm. 



(Rhyocbochelones.) \^ Thecophora\ \ phstra, JEurysiemidœ. 

\ Cryptodira.^ [cheiydridœ. 

I Clidoplaslra, 

\ Lysoplaslra, 

Dans la « Note sur les Chéloniens landéniens » , M. Dollo 
divise les Cheloniidœ comme suit : 

1"* Clioanes non limitées par les ptérygoîdiens réunis sur la 
ligne médiane : 1. Cheloniinœ; 

2"* Choanes limitées par les ptérygoîdiens réunis sur la ligne 
médiane : 2. Pachyrhynchinœ. 
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Plus tard (<)* il substitue au genre et à la famille des Pachy- 

rhynckus, terme déjà usité antérieurement, celui d'Erqitelinnesia. 

Dans une étude récente (*), il idenliOe C/i«/o»c (pars), Lytobma, 

Cope, Puppigerus, Cope, Glossochelys, Seeley, Pachy rhynchuê, 

noWOf ErqiAelinnesia^ id. = EuclasteSy Cope. Il reprend la famille 

des PropleuridcBj que M. Cope lui-même avait abandonnée, et il 

en complète la diagnose de la manière suivante : « Crâne très 

large et très plat. Fosses supratemporales complètement fermées 

par une voûte osseuse. Orbites plus ou moins dirigées vers le 

haut. Nasaux séparés. Une écbancrure latéro-temporale bien 

marquée. Voûte palatine triangulaire très épaisse et presque de 

niveau avec le bord alvéolaire. Vomer très long, prolongé vers 

Tocciput et séparant les susmaxillaires et les palatins sur une 

grande étendue. Choanes situées beaucoup plus près de Tocci- 

pital que dans les Cheloniidœ. Ouvertures palatines pour le 

passage des muscles temporaux extraordinairement larges. 

Mandibule massive avec sympbyse fort longue. Carapace arrondie 

en arriére. » Il faut y ajouter, diaprés sa notice On the Humerm 

ofEuclastçSf un humérus plus chélydroîde que chélonoïder 

Dans cette dernière notice, il donne le diagramme phylogéné- 
Uque suivant : 

Cheloniidœ. Propteuridœ. 
Trionychidœ, | Chelydridœ. 



Dactyloplastrine Cryptodiran Thecophorian Chelonians, 

Dans la Revue des questions scientifiques ('), d'après une 
observation de Boulenger et Lydekkcr (^), il érige les Pseudo- 
trionyjf du bruxellien en une famille, les Pseudotrionyddœ, 



(•) L. DOLLO, Revue des quettiont tcienlijiquet, 20 juillet 4887, p. 331 

(•) L DoLLO» Sur le genre Euclasiee, Annales de la Société géologique dd Nord, 
séance du 7 mars 4888^ t XV, p. 414. — Ij>., On the Humérus- ofEuclastet. Geological 
Hagazink, June 4888, p. 961. 

O S0juiUet4887,p.332. 

{*) Ltdckkeii and Boulenger, Geological Magazine, June 4887, p. 274. 
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Dans son travail sur Psephophorus (>), il subdivise les Aihecœ. 

!1. Sphargis* 
2 PsenhûDhorut 
Z. Psephoderma' 



Non II. Prot08tegidœ{*). 



1. Protoslega. 

2. Protosphargi*. 



De plus il y établit longuement la subdivision des Rhyncho^ 
chelones en Athecœ et Thecophora^ ou plutôt Tindépendanee du 
groupe des Âlhèques. 



Bar. 



i"* Dans un article publié dans le Zoologischer Ânzeiger 
(n"" 258, 1887), Baur combat la classification fondamentale de 
Cope et de Dollo, et essaie de démontrer que les Athecœ sont 
« am meisten Specialisirten, das heist am besten an das Wasser- 
leben angepassten Formen der Cheloniidœ. • Nous aurons 
Toccasion dans la suite de revenir sur les arguments du perspi- 
cace naturaliste. 

S"" Sous le titre « Ueber die Stelluog der Trionychidae zu den 
ûbrigen Testudinata • (Zoologischer Anzeiger^ n** 244, 1887), le 
même naturaliste subdivise, à son tour, les Chéloniens en deux 
sections fondamentales, comprenant Tune les Trionychida^ 
Tautre le restant des Chéloniens-. 

Les Trionychida s*écartent de tous les autres Chéloniens : 

à) En ce que leur entoplaslron est arrondi et ne possède pas 
la barre médiane que Ton observe dans tous les autres Chélo- 
niens; en ce que Tentoplastron est seul en rapport avec Thyo- 
plastron, et que Tépiplastron ne touche pas à Thyoplastron. 

6) En ce que, a Texclusion de tous les autres Chéloniens, 
voire même de tous les autres reptiles, les costoîdes sacrées et 



(1) Bulletin du Mutée royal d'histoire naturelle de Bruxelles, t. V, 4888, p. 81 
(*) Ce terme a élé usité en premier lieu par Cope (Cfr ci-dessus l'arbre phylogénétique 
de Cope). 
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oaudales ne s^articolent qu*avec Tare neural et non pas avec le 
corps des vertèbres. 

c) En ce que la plupart du temps (ou toujours?) les Triony- 
chida ont plus de trois phalanges aux doigts i et S (le doigt i a 
souvent cinq phalanges et le doigt K en a quatre). 

EnGn Tétat rudimentaire ou Tabsence complète des chevrons 
démontre encore la grande spécialisation de ces animaux. 

On a donc, diaprés Baur : 

iDiaeostùfdea (Trionyehida). 
Paradiacostoïdea (tous les antres Ghéloniens). 

3* Dans la même notice (*), Baur divise les PUurodira en deux 
groupes, auxquels il n^assigne pas de nom. 

1* Le premier comprenant les Podocnemididœ^ Pelomedtisîdœy 
Stemothœridœ de Cope, dont les représentants sont caractérisés : 

a) La seconde vertèbre cervicale est biconvexe. 

6) Tous ont mésoplastron. 

c) Tous ont les muscles temporaux protégés par une voûte 
osseuse. 

2^ Le second groupe, comprenant \es'Chelydidœ, Gray, et les 
Hydraspididœ de Cope, caractérisé : 

a) Les 5* et 8* vertèbres cervicales sont biconvexes. 

6) Absence de mésoplastron. 

c) Absence de voûte osseuse protégeant les muscles tempo- 
raux, ou voûte atrophiée. 

[Depuis renvoi de notre mémoire, Tinratigable proresseur de 
New-Haven a publié plusieurs notices (<) d'un haut intérêt sur 
les tortues. 

1* Dans une notice tout à fait récente (Zoologischer Ànzeiger)^ 
H. Baur fait observer que les Pleurodira vivantes sont égale- 
ment diacostoîdes. Pour ce motif, il désigne les Trionychides : 



(<) Cette notice est datée da 8 décembre 4886L 

(>) Zootogiseher Anieiger, iSSS, pp. 44, 417, 893, 736. - Ibid., i889, pp. 40 et 338. - 
BiologUches Centralblatt, i8S9, t. IX, pp. 448 et 481. 
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« die bis jetzt eine ganz isolirte Groupe darsiellen », sous le 
nom de Chilotœ, Wiegm. 

2* Pour Proganochelyt Quenttedtii ('), Baur crée une famille 
nouvelle de Pleurodères, à laquelle il assigne les caractères sui- 
vants : carapace et plastron complètement ossiCés; plastron en 
rapport avec les peripheralia seulement et n'atteignant pas les 
pleuralia. Ilium soudé à la carapace; pubis soudé au plastron. 

5*^ Essai d'une classification des Pleurodères typiques d'après 
le même. 

Caractères des Pleurodères typiques : Intergulaire présente; 
plastron uni plus ou moins à la carapace; bassin uni par suture 
avec la carapace et le plastron. 

Elles se divisent en deux groupes, comprenant chacun diverses 
familles. 

Groupe 1. — Mesoplasiralia. 

Caractères : Mésoplastron, cervicale absente. 

Famille 1. — Pleurostemidœ : Neuralia bien développés, les 
pleuralia ne se rencontrent pas sur la ligne médiane ; deux 
postneuralia; mésoplastron complet; plastron en rapport avec 
la carapace par des pédoncules de Thyo- et de Tbypoplastron. 
Inframarginalia. 

Famille 2. — Sternothœridœ : neuralia incomplet; pleuralia 7, 
8 et 1 se rencontrent sur la ligne médiane; une postneurale; 
roésoplastron complet. Hypoplastron seul en contact avec la 
pleurale S; hypoplastron en contact seulement avec les periphe- 
ralia; pas d'inframarginalia; voûte temporale bien développée; 
la seconde vertèbre biconvexe; les suivantes procœles. Genre : 
Stemothœrus. 

Famille 3. — Pelomedusidœ : Neuralia incomplets ; une post- 
neurale; mésoplastron incomplet (c'est-à-dire mésoplastrons non 
en contact sur la ligne médiane). Hyoplastron et hypoplastron 
réunis par suture avec les pleuralia 1 et K. Les autres caractères, 
comme dans la famille précédente. Genres : Podocnetnis, PeltO" 
cephaluSf Pelomedusa, Taphrosphys. 

Cette tortue a éié exbomée du Keuper supérieur du Wurtemberg (Cfr Bericht ûber 
die XX Versammlung det oherrheinitchen geologUchen Vereint. Stuttgart, 1887, 4». 48). 
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Groupe II. — Amesoplastralia. 

Pas de mésoplastron ; cervicale présente. 

Famille 1. — Plesiochelydidœ : îteurnUa bien développés; 
pleuralla ne se rencontrant pas dans la ligne médiane ; 2 à 3 
postncuralia; carapace en contact avec le plastron; intergulaire 
double; inframarginalia ; ischium libre du plastron. Genres : 
Plesiochelys et Craspedochelys. 

Famille 2. — Chelydidœ : Neuralia présents ou absents(7 — 0); 
une postneurale; carapace et plastron plus ou moins intimement 
soudés. (Voûte temporale absenie, cervicales J$ et 8 biconvexes.) 
Genres : Chelys, Plalemys^ Hydromedusa^ Chelodina^ Emydura, 
Elseya, Enchelymys. 

Ultérieurement (Zoologischer AnzeigcTf 1888, page 738), 
M. Baur introduit de nouvelles modifications dans la classifica- 
tion des Pleurodères. 

Il sépare Pelomedusa des Pelomedusidœf auxquelles il donne 
le nom de PodocnemididcBj et le place avec Sternothœrus dans les 
Sternolhceridœ. 

SlernothcBridœ. 

Crâne analogue à celui des Chelydidœ. Prooticum visible à la 
base du crâne. Les expansions postérieures aliformes des piéry- 
goïdiens rudimentaires. Suture entre les éléments dentaires de 
la mandibule longtemps visible. Ongles 5,5. Premier intercentre 
coossifîé complètement avec le corps de Tatlas, ce qui donne i 
Tatlas une forme amphicœle. Sternothcerus^ Pelomedusa. 

Podocnemididœ. 

Prooticum non visible à la base du crâne ; expansions posté- 
rieures aliformes des ptérigoîdiens, en dessous desquelles il y a 
une large fontanelle conduisant dans la cavité crânienne. Élé- 
ments dentaires déjà soudés dans les jeunes animaux. Premier 
intercentre libre. Les éléments entourant le condyle de la man- 

XllI. 4 

t 
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dibule se coossifient très tôt. Podocnemis^ Erymnochelys, Pelto- 
cephalus. 
Le tableau suivant résumera la classiGeation de M. Baur : 

IPleurostemidœ, 
Stemothœridœ 
...«...._ . ., Podocnemididœ. 

fPlesiochelydidœ. 
Chelydidœ. 

4* Dermatemydidœy Baur. — Cope (') place Dermalemys dans 
les Emydidœ; Boulenger (2), dans son groupe étendu des Testu- 
dinidœ; Gray (') en fait une famille spéciale, les Dermatemydœ. 

Baur (^)'en fait également une famille spéciale sous le nom de 
Dennatemydidœ, qu'il caractérise comme suit : 

Neuf éléments au plastron; pièce nuchale avec des prolonge- 
ments costoïdes. Écailles cornées. Vertèbres caudales procœles. 
La deuxième cervicale est seule biconvexe; la huitième procœle; 
les dernières cervicales avec une double surface articulaire. Trois 
phalanges au cinquième doigt de la main. Inframarginalia bien 
développés. Genre : Dermalemys.] 

Boalenger. 

H \\y a pas probablement, dit Boulenger (^), dans toute la 
classification des reptiles, une division aussi naturelle des Chélo- 
niens (si Ton exclut les Athecœ et les Trionychidœ) que celle en 
Crypiodères et en Pleurodères. 

Aux caractères généralement donnés aux Pleurodères, il 
ajoute : « The mandible articulâtes with the skull by a condyle 
fitting into a coneavity of the quadrate; the outer border of the 



(«) Cope, The Vertebrata ofthe Teriiary Formation$, etc.. p. i43. 
(<) BOOLENGER, Eticyclopœdia brit., vol. XXUI, i888, p. 457. 
(S) Gbat, Supplément to the Catalogue, etc^ i870, p. 49. 
{*) Badb» ZoologUcher Anzeiger, 4888, p. 594. 

(S) Boulenger, On the Characten of the Chelonian FamiUes Pelomedusidœ and 
Chelydidœ. Annals and Magazine of Natural Histort, May 4888, p. 346. 
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tympanic eaviiy is completely encircled by the quadrate ; the 
pterygoîds are extremely broad ihroughout and form \vîng-like 
latéral expansions; the eervicil vertebrœ bave transverse 
processes, and their cup-and-ball arliculations an single throu- 
ghoul. • 

Il divise les Pleurodira en trois familles : 

1* Pelomedtisidœ («=> Pelomedusidae + Peltoeephalidœ de 
Gray) : Plastral bones eleven, niesoplastrals being présent. 
A bony temporal areli; qiiadratojugal présent; prœfrontal in 
contact; no nasals; palatines in contact; denlary single. Second 
cervical vertebra biconvex. Neck completely relractile within the 
shelL 

2* Chelt/didœ (=* Chelydidœ -»- Hydraspididœ de Gray) : 
Plastral bones nine. No bony temporal arcli, the quadratojugal 
being absent; prœfrontals separated throughout; nasals présent, 
except in Chelys; palatines separated by the vomer; dentary 
bones distinct. Fifth and eighth cervical vertebrae biconvex. 
Neck bending under the margin of the carapace, always exposed. 

3" Carettochelydidœ (*) : « Characterized by the absence of 
derroal shields on the shell and the paddie-shapediimbs. » La 
seule espèce contenue dans cette famille n'est encore connue 
aujourd'hui que par ses caractères extérieurs, mais elle se rattache 
étroitement aux Chelydidœ. 

Comme le lecteur Tobserve et comme M. Boulenger le dit 
d*ailleurs, les deux premières familles ont été indiquées d'abord 
par M. Baur. M. Boulenger a eu le mérite d'en donner une 
diagnose complète. 

[Dans un travail récent, M. Boulenger (^) a donné une classi- 
fication complète des animaux de cet ordre, en considérant 
surtout les espèces vivantes. M. DoUo (^) en a fait un excellent 
résumé dans la Revue des questions scientifiques. 



(<) BOOLBNGCR, On a new Family of Pleurodiran Turtles. ÀMNALS AND Magaz. 
Nat. Hist., 1887, vol. XÏX, p. 470. 

(*) G. A. BonLE?iGER, Catalogue ofthe Cheloniant^Rhynchocephaliam aiid Crocodiles 
in the Briiish Muséum {Naturat Hintory). New édition. London, 4889. 

(S) L. DoLLO, Revue des questions scientifiques^ âO avril 1889, p. 666. 
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Le tableau suivant résume la classification du savant natura- 
liste du British Muséum : 

Athecœ Fan». Sphorgidœ. 

IFam. Chelydhdœ. 

— Dermatemydidœ. 

- Cinosurnidœ. 

->"' I - Platystemidœ. 

f — Testudinidœ. 

\ — Chelonidœ, 

Thecophora. ( . . p^^ Pelomedusidœ. 

Pleurodira. } — Chelydidœ. 

( — Careltochelydidœ. 
Trionychoîdea, Fain. Trionychidœ. 

Nous donnerons, en suivant Tanalyse de M. Dollo, la diagnose 
des différents groupes, d'après M. Boulenger. 

I. Athèques : Vertèbres et côtes indépendantes de la carapace; 
crâne sans apopliyses descendantes du pariétal, lis ne renferment 
actuellement qu'une famille, les Sphargidœ : membres en forme 
de rames, sans ongles; phalanges sans condyles; carapace en 
mosaïque. Huit éléments au plastron; Tentoplastron absent. Une 
espèce : Dermochelys coriace^. 

II. Thecophora : Vertèbres dorsales et côtes immobiles étalées 
pour former une carapace. Pariétaux avec une apophyse descen- 
dante vers les ptérygoîdiens dont ils sont séparés par la columelle. 

A. Cryptodira : La flexion du cou se fait dans un plan 
vertical. Vertèbres cervicales dépourvues presque complètement 
d'apophyses transverses. Le centre de la dernière vertèbre cervi- 
cale articuU avec le centre de la première dorsale. Mandibule 
avec cavité articulaire. Bord externe de la cavité tympanique 
incomplètement ossifié. Ptérygoïdes étroits au milieu et se 
joignant sur la ligne médiane. Bassin non soudé à la carapace et 
au plastron. Les doigts n'ont pas plus de trois phalanges. Les 
épiplastrons sont en contact avec les hyoplastrons. Quand l'cnto- 
plastron existe, il est ovale, rhomboïdal ou en forme de T. Série 
complète d'os marginaux en relation avec les côtes. 
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B. Pleurodira : La flexion du cou se fait dans un plan hori- 
zontal. Vertèbres cervicales avec de fortes apophyses transverses, 
sans articulations ginglymoides. Centre de la dernière vertèbre 
cervicale articulé avec le centre de la première dorsale. La man- 
dibule possède un condyle articulaire s^adaptant dans une exca- 
vation de Tos carré. Bord externe de la cavité tympanique 
complètement ossifié. Ptérygoîdes très larges, en contact sur la 
ligne médiane. Bassin soudé à la carapace et /au plastron. Les 
doigts n*ont pas plus de trois phalanges. Épiplastrons en contact 
avec les hyoplastrons. Entoplastron oval ou romboîdal. Série 
complète d*os marginaux en relation avec les côtes. 

C. Trionychoïdea : La flexion du cou se fait dans un plan 
vertical. Vertèbres cervicales sans apophyses transverses. Dernière 
cervicale articulée à la première dorsale par les zygapopbyses 
seulement. Mandibule pourvue de cavités articulaires. Bord 
externe de la cavité tympanique incomplètement ossifié. Ptéry- 
goîdes séparés sur la ligne médiane; basisphénoîde atteignant 
les palatins. Le bassin n*est soudé ni à la carapace, ni au plastron. 
Quatrième doigt avec quatre ou plus de phalanges. Épiplastrons 
séparés des hyoplastrons par un entoplastron en forme de F 
dont la pointe est dirigée vers la tète. Os marginaux absents ou 
rudimentaires, non en relation avec les côtes. 

A. a) Chelydridœ t Plaque nuchale avec de longues apophyses 
costiformes s'étalant sous les marginales. Carapace et plastron 
couverts d*écailles cornées. La plupart des vertèbres caudales 
opisthocœles. Cou complètement rétractile dans Farmure osseuse. 
Région temporale incomplètement protégée par une voûte 
osseuse. Pas d*arcade pariéto-squamosale* Doigts modérément 
allongés. Phalanges avec condyles. Ongles, i ou 5. Genres : 
Chelydra et Macroclemmys. 

b) Dermatemydidœ : Plaque nuchale con^me les Chelydridœ. 
Plastron avec 9 os. Écailles cornées. Vertèbres caudales pro- 
cœles. Cou incomplètement rétractile. Région temporale non 
protégée par une voûte osseuse. Pas d'arcade pariéto-squamo- 
sale. Doigts modérément allongés* Phalanges avec condyles. 
Ongles : 4 ou 5. Genres : DermaUmySf Stauroiyjnu et Claudius. 
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c) Cinosiernidœ : Plaque nucliale comme dans les deux 
familles précédentes. Enioplaslron absent. Carapace avec écailles 
cornées. Vertèbres caudales procœles. Cou complètement rétrac- 
tile dans la carapace. Région temporale non protégée par une 
voûte osseuse. Pas d'arcade pariéto-squamosale. Doigts modéré* 
ment allongés. Phalanges avec condyles. Ongles, i on 5. Genre : 
Cinostemum. 

d) Platystemidœ : Plaque nuchale sans apophyses costiformes. 
Plastron avec 9 pièces. La plupart des vertèbres opisthocceles. 
Cou complètement rétractile. Région temporale non protégée par 
une voûte osseuse. Pas d*arcade pariéto-squamosale. Doigts 
nKKlérément allongés. Phalanges avec condyles. Ongles, A ou 5. 
Genre : Platystemum. 

e) Testtutinidœ : Plaque nuchale sans apophyses costiformes. 
Plastron avec 9 os. Carapace avec écailles cornées. Vertèbres 
caudales procœles. Cou complètement rétractile. Arcade tempo- 
rale ordinairement présente. Pas d*arcade pariéto-squamosale. 
Doigts courts ou modérément allongés. Phalanges avec condyles. 
Ongles, 4 ou 5. Genres : Kachuga^ Calkigur^ Batagur^ Hardella, 
Morenia^ Chrysemys^ Ocadia, Malacoclemmys, Damonia^ BelHa, 
Clemmyt, Emys, Cisludo, Nicoria, Cyckmys^ Geomyda^ 
Cinixys, Pyxis^ Homopus et Testudo. 

Chelonidœ : Plaque nuchale sans apophyses costiformes. 
Plastron avec 9 os. Écailles cornées. Vertèbres caudales pro- 
cœles. Cou incomplètement rétractile. Vertèbres cervicales 
courtes et ordinairement articulées par amphiartbrose. Région 
temporale complètement protégée par une voûte osseuse. Parié- 
taux en contact avec les squamosaux. Membres en rames. 
Phalanges sans condyles. Un ou deux ongles. Marines. Genres : 
Chelone et Thalassochelys. 

B. a) PelomeduêidcB : Onze os plastraux (mésoplastrons pré- 
sents). Écailles cornées. Cou complètement rétractile. Seconde 
vertèbre du cou biconvexe. Arcade temporale osseuse présente. 
Arcade pariéto-squamosale manquant. Os palatins réunis sur la 
ligne médiane. Pas d*os nasaux. Préfrontaux en contact sur la 
ligne médiane. Éléments dentaires simples. Doigts modérément 
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allongés. Ongles, 4 ou 5. Genres : Sternothœruê, Pelomedusa 
et Podocnemis. 

b) Chelydidœ : 9 os au plastron. Écailles cornées. Cou incom- 
plètement rétractile. Cinquième et huitième cervicales bicon- 
vexes. Pas de voûte temporale osseuse; en général, une arcade 
pariéto-squamosale. Palatins séparés par le vomer. Os nasaux 
généralement présfDis. Préfrontaux séparés Tun de Fautre. Élé- 
ments dentaires distincts. Doigts modérément allongés. Ongles, 
i ou 5. Genres : a) Chely$,Bydrafnedu8a et Chelodina; ^) JIAt- 
nemySf Hydraspis^ PlatemySj Emydura, Elseya (•). 

c) Carettochelydidœ : Pas d*écailles cornées. Plastron avec 
9 os. Membres en rames. Doigts très allongés; les deux internes 
seuls possèdent des ongles. Cou non rétractile. Un genre : 
Caret tochely$. 

C Trionychidœ : Pas d*écailles cornées. Lèvres charnues. 
Museau terminé en trompe. Tète et cou rétractiles. Tympan 
caché. Trois doigts internes ont seuls des ongles. Genres : 
a) Trionyx^ Pelochelys, Chitra ; p) Cycloderma^ Emyda, Cych" 
norbis. 

« La classification de ce naturaliste, ajoute M. Dollo, est 
basée sur Texamen de 1665 spécimens du British Muséum, 
sans parler des collections étrangères consultées. 11 ne s*agit 
donc pas ici d*un travail hétif, mais d'une œuvre basée sur une 
expérience consommée. »] 

IH. Relation des Chéloniens avec les autres Vertébrés. 

Avant d'établir et de discuter les divisions des Chéloniens, il 
est nécessaire de rechercher les relations de ces animaux avec 
les autres ordres de reptiles et les autres vertébrés, relations qui 
pourraient peut-être servir de guide dans la systématique. 

Blainville (>), en 1816, trouvait une assez grande affinité 



(<) Les trois premiers genres ont le cou plus long qae le tronc et des mâchoires 
ftibles; ceoz da type Q ont le coo moins long qne le irone. 
(>) Bulletin de la Société philomathique, iSlS, p. 111. 
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entre les Chéloniens ec les Crocodiliens pour désigner ces der** 
niers sous le nom A'Êmydosauriens. 

Duméril et Bibron (<) partagent la même opinion sur les 
afiinitës de ces deux ordres : « Quelques Sauriens (') cependant, 
comme les crocodiles, disent-ils» semblent lier les deux ordres 
(Chéloniens et Sauriens) par plusieurs ressemblances dans For- 
ganisalion et les mœurs et surtout par les parties destinées à la 
reproduction; en outre, quelques Chéloniens, à cou très gros et 
à queue très longue, comme VÊmysaure et les Oiélydes, semblent 
former un anneau de cette liaison. » 

M. Van Beneden dit (') : « Nou& ne pouvons nous défendre 
de ridée que c*est par les crocodiles que les tortues doivent 
passer pour entrer dans le plan général et que ce passage doit 
8*effectuer par les Sphargis et par les Trionyx. • 

Swainson, comme nous Favons vu dans sa classification, 
adopte les vues de Duméril et Bibron ; il rattache les Chéloniens 
aux Crocodiliens par Chelydra, Platystemœ, Chelys, quil 
désigne sous le nom de Crocodile Tortoises, 

Huxley (^) les rapproche des amphibiens : « Les tortues sont 
les reptiles qui approchent le plus des amphibiens ». 

Cope (^) réunit, sous le nom commun de Synaptosauria^ les 
Chéloniens, les Rhynchocephalia et les Sauropterygia. Us ont de 
commun le quadratum intimement uni aux os du crâne et Farti- 
culation simple (?) des côtes. 

Boulenger, dans un travail récent (^), rappelle Fopinion de 
Cope : « It is undeniable that ail the discoveries that hâve been 
made of late give suppoi*t to the view first expressed by Cope, 
nearly twenly years ago, on the affinilies of those two groups. 



(I) Duméril et Bibron, op. cit., p. 349. 

(•) Les Sauriens, d'après D. et B , comprennent CrocodUia 4- Lacertilia. 

(5) Vam Beneden, Note iur Ut ottementt de Sphargis trouvés dans la terre à brique 
du pays de Waas Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 3* série, u VI, i883. 

(*) Huxley, Anatomie comparée, etc., p. â07. 

(*) Cope, On the évolution of the Yerlebraia, progressive and retrogressive, AmeR. 
Nat., MarcU iSan, p. S45. 

(6) Boulenger, On the présence of ossa transversa in a Chelonian, ANNAL8 AND 
Magazine of Nat. HisT., June 4388, p. 453. 
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tbe Chehnia and the RhynchocephaUa^ (he systematic position of 
which bas given rise to so miich controversy. » 

Rutimeyer (>), de son côté, dit : Ueber die Beziebungen des 
so bizarren und alleinstebenden Typus des Sebildkrôten zu 
andern Gruppen von Reptilien gibt die Paloeontologie einstweiien 
keinen weitern Aufschiuss als die Gegenwarl. Die Sebildkrôten 
treten, soweil sie uns bis jetzt bekannt sind, fertig gebarniscbt auf 
den Scbauplatz. Von etwaigen Wurzelformen bat sicb bis dabin 
nicbt gezeigt. Ob wir uns einen Ausgaogspunkt bei den Batra- 
cbiern zu denken baben, wobin elwa die âbniicbe Armut in 
eizelnen Tbeilen der Wirbelsaûle und an âcbten Sternalbii- 
dungen, sowie die Analogien in dem Bau von Sebuller und 
Extremiiâien weisen kônnten, und unier welcben in Forma- 
tionen, die bintcr den filtesten bekannten Sebildkrôten weit 
zurûckliegen, zwar nicbt solcbe Curassiere, aber docb Pormen 
bekannt sind, die ein reicblicb entwiekeltes Dermaiscbild des 
ScbâdelSy einen wobi ausgebildeten Hyoidapparat und ein der- 
males Kebiscbild, vielleiebt seibst Baucbscbild, in der Jugend 
vermuiblicb aucb Hornbedeckung der Kierer trugen, darûber 
bewahren die bis jetzt bekannten Sebildkrôten das tiefste Still- 
sehweigen (^) Immerhin scbeinen seibst so enifernte Bezie- 
bungen mit ganocepbalen und labyrintbodonten Batracbiern von 
tieferer Bedeutung zu sein als elwa die von Owcn bier und da 
betonte mit PlestosauruSf die sicb ausscblicsslicb auf die ventralen 
Hautknocben dieser Gruppe bescbrânki und wobI ricbtiger als 
blosse Parallèle aufzufassen wëre. Die Entdeckung des Skeletes 
von Placodonten wurde bierûber vielleiebt am ebesten Aufscbluss 
bringen. » 

Baur (')y au contraire, à la suite d'Owen, rapproche les tortues 
des SauropterygiCf qu*il croit issus d*un ancêtre commun, encore 
incoimu. H n*admet pas Topinion du professeur de Philadelphie 



(i) RorniETBK» Ueber den Bon, etc , p. i35. 

(S) Die raerkwQrdigen Parallelen in dem Btu des Scbidels ton P^ und Cheifft, 
ajoute Ratimeyer en note, welche tiefer gehen als sur blossen Aehniichkeit in der Phj- 
fiognomie, sind wohi aueh oicht ohne Bedeutung. 

C) Baub, Oh the phylogenetic arrangement^ etc.» p. 96. 



Digitized by 



Google 



58- — 58 — 

plaçant les Rhynchocephalia dans un même groupe avec les 
tortues ; les Rhynchocephalia sont rattachés aux Lacertiliens, 
Pythonomarphes et Ophidiens. 

On ne peut nier que, parmi les reptiles vivants, tes tortues ne 
se rapprochent plus des Crocodiliens que des représentants des 
deux autres : Crocodiliens et Chéloniens ont de commun : 

a) Les fosses nasales réunies, à rexclusion des autres reptiles 
vivants. 

6) Un pénis. 

c) Un sacrum composé de deux vertèbres. 

d) Une peau atteignant une grande épaisseur et présentant des 
ossifications dermiques. 

e) Des canaux périlonéaux communs. 

f) Appareils digestifs et sexuels assez semblables, etc. 

Mais on ne tenait pas compte de ce que ces caractères ne sont 
que secondaires, qu'ils se trouvent très probablement dans plu- 
sieurs fossiles d'autres ordres; de plus, il n'y a pas d'homologie, 
croyons-nous, entre les productions dermiques osseuses des 
Crocodiliens et des Thecophora; en outre, ils diffèrent par la 
structure du crâne, les vertèbres, la ceinture scapulaire, la cein- 
ture abdominale, le coeur, les organes de la respiration. Enfin, 
rhisloire paléonlologique démontre qu'il n'y a aucune conver- 
gence; que les Crocodiliens sont apparentés aux Dinosauriens; 
les plus anciens Crocodiliens se rapprochent des Sauropodes et 
des Zanclodotitidœ^ et s'écartent par conséquent des Chéloniens. 

Si Chelydra, Slaurotypus et Chelys affectent une forme exté- 
rieure rappelant plus ou moins les Crocodiliens, si même 
Chelydra (*) a des ossifications dans la queue, rappelant 1^ 
scutcs des Crocodiliens, l'opinion de Swainson ne peut cependant* 
pas être admise ; sa classification, rattachant les Chéloniens aux 
Crocodiliens, ne s'appuie que sur des caractères tout à fait exté- 
rieurs; le point de départ est faux. De plus, dans ses Chelydridœ 
il associe des animaux de deux groupes tout différents, des 



(I) HuxLET, Preliminary Note on the/otêil remaint of a ChelonUm Reptile, etc. 
Naturb, April âS, iS87. p. 615. 
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Cryptodères et des Pleurodères. Passer des Crocodiliens aux 
Chelydra est tout à fait impossible, puisque les premiers ont 
déjà des membres beaucoup plus spécialisés que les seconds; de 
plus Chelifdra semble être un type assez primitif, puisqu*il a deux 
centrales (*) dans le carpe, un dans le tarse, cinq carpales sem- 
blables. Il est tout aussi impossible de passer de Chelydra aux 
Crocodiliens, parce que le premier est édenté, a déjà perdu les 
os nasaux, les côtes cervicales, etc., caractères que les seconds 
ont encore conservés. 

Les ressemblances lointaines avec les A mphibiens ne peuvent 
être prises en considération; personne ne contestera qu'il y a 
deux types d*organisation tout à fait différents; ces ressemblances 
fussent-elles même plus grandes, moins superficielles, il ne 
resterait pas moins vrai que les Chéloniens sont des reptiles 
très élevés en organisation, fortement spécialisés et que, par 
conséquent, ils ne peuvent avoir avec les amphibies qu*une 
parenté très éloignée; on ignore d'ailleurs complètement com- 
ment le passage aurait pu se faire entre les Ganocéphales et les 
Chéloniens. 

Quant à Topinion de Cope réunissant les Testudinata^ Rhyn- 
chocephaUa et Sauropterygia sous le nom de Synaptosauria, 
nous ne pouvons Tadmettre, parce que : 

1* Le premier caractère commun qu'il assigne à ce groupe, 
la soudure du quadratum aux os du créne, se rencontre égale- 
ment ailleurs, notamment dans son groupe des Àrchosauria ; 

2® Le second caractère n^existe pas ; en effet, les côtes cervi- 
cales des Chéloniens n*oni pas une tète simple ('), pas plus que 
celle des Rhynchocephalia (') et de Plesiosaurus (^). 

On a trouvé la columelle des Chéloniens (*) ; récemment 
M. Bonlenger (^) a rencontré également Tos transverse chez 

(<) Badr» OsteologUche Noiiien. Zoolocischer Anzeigbr, n« S40« iSSH. 

(*) Baur, On the pkylogenetic arrangement, etc^ p. dS. 

(s> BAim, American NaturalUt, Nof f mber 4886, p. 980. — Smets» Notice tur Halteria 
punctata Musftoif, n* 8» 4891. 

{*) Baur, On the phylogenetic arrangement, p. 98. 

O Badr, Otteologiiche Notiiem Zoologischrr Amzeiger» n« 940, iSSS. 

{*) BOOLSNGER, On the présence of o$*a transversa in a Chelonian. Aifif ALS AHD 
Magazine op Nat. Histort» Jane 4888, p. 459. 
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Hydrasph Hilairii; ce dernier os existe aussi ailleurs; nous 
l^avons observé chez Thalassochelys caouana. Peut-on de le 
déduire Taffinité des Rhynchocephalia et des Chéioniens? Nous 
ne le croyons pas ; on peut en déduire que les tortues, qui 
semblent au premier abord avoir une organisation assez diffé- 
rente des autres reptiles^ se rapprochent de plus en plus du type 
des reptiles à mesure qu*elles sont mieux connues; d*ailleurs 
tout les reptiles n*ont-ils pas ces os ou libres, ou coossifiés avec 
d'autres éléments, comme semble l'indiquer Tunité de plan? 

Que Chelydra ait deux cen/ra/ta dans le carpe comme Hatteria, 
cela démontre que Chelydra a conservé un carpe primitif, comme 
le singulier reptile néo-zélandais. 

Les affinités avec les Sauropterygia, pressenties par Ritgen et 
Owen, développées par Cope (<) et Baur ('), sont plus étendues. 
Pubis, ischion, fémur, humérus, vertèbres sacrées et caudales, 
chevrons se ressemblent dans ces deux ordres. De plus, 
Parker (') a montré que le nombre de myotomes^ dans la jeune 
Chélonée verte, surpasse de beaucoup celui qui existe à Tége 
adulte et va en diminuant avec le développement : « This free 
suppression of segments, ajoute-t-il, suggests a great secular 
modiGcaiion by shortening of a form not uniike a Plesiosaur. » 

Malgré ces relations plus ou moins grandes, ajoute Baur, on 
ne connaît pas les formes qui font la transition entre ces deux 
ordres. 

De ces considérations on peut déduire que le zoologiste qui 
veut classer les Chéioniens doit considérer ces animaux comme 
formant aujourd'hui un groupe absolument indépendant, non 
relié à un autre groupe connu. Il n'en reste pas moins vrai qu*il 
a à tenir compte des lois qui président à révolution dé ces 
animaux et des vertébrés en général. 



i*) Cope, On ihe évolution ofthe Vertebraià, etc., p.S45. 
(*) Baur, On ihe phylogenetie arrangement, etc , p. 98. 

(S) Parkkr, Report on the development ofthe Green Turtle (Chelone tiridit, SehnJ. 
The Voyage of U. M. S. Challenger, Zool., toL I, p. 47. 
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IV. Histoire paléontologiqtie des Chéloniens, 

Si rhistoire géologique de ce groupe ne nous apprend presque 
rien ou fort peu de chose sur Torigine de ses représentants et 
sur leur enehainement avec les autres reptiles, elle révèle néan- 
moins quelques faits dont le naturaliste doit tenir compte pour 
la systématique. 

A Texception du problématique Psephoderma (^), du trias^les 
tortues font leur apparition au jurassique et, comme le dit si 
bien Rutimeyer (^), elles apparaissent « fertig geharnascht auf 
dem Schauplatz. » Ce sont même des types d'une organisation 
assez élevée (3), des Êmydes et des Chélydes qui apparaissent en 
premier lieu, ce qui fait supposer que nous ne connaissons 
encore qu'une bien faible partie de la faune chélonienne. 

En Amérique (^) apparaissent simultanément Chelone, Emys, 
Plalemys, Trionyx. 

Plusieurs tortues anciennes sont des formes collectives, réunis- 
sant certaines particularités qui se séparent complètement les 
unes des autres dans le cours des âges géologiques. Tels sont les 
Thalassémydes de Rutimeyer, les Propleuridœ de Cope, etc. 

Un grand nombre de ces tortues anciennes ont une carapace 
et un plastron incomplets, rappelant nos tortues de mer actuelles; 
elles ont les muscles temporaux protégés par une voûte osseuse 
et de grandes orbites ; en d'autres termes, elles ont des affinités 
multiples avec les Chelone actuelles (affinités un peu exagérées par 
Rutimeyer). Beaucoup d'autres ont des affinités plus ou moins 
grandes avec les Chélydroïdes actuelles, ces formes qui ont 



{*) H. ¥011 Meter, Psephoderma alpinum autdem Dachsteinkalke der Alpen. Neues 
Jarubucr for Minéralogie, Geognosie, eic^ 4858, p. 646. 

{*) Rctimeter, Veber den Bau, etc., p. 435. 

(«) [Depuis que nous avons écrit ces lignes, M Baur [Zoologiicher Anzeiger, etc., 4888, 
■• 585) a fait connaître une remarquable lortoe, Progunochelys Quenstedtii, du keuper. 
Sa carapace et son plastron sont complètement fermés, sans traces de fontanelles.] 

(*) Leidy, Cretac, Rept.ofthe United States. SmTHSONiAN Contributions, XIV, 1865, 
p. 404. 
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encore conservé plusieurs caractères d*ancienneté : tels sont les 
Saënidœ, les Adocidœ de Gope. 

Les plus anciens Ghéloniens semblent avoir habité non pas la 
haute mer, mais le littoral, les estuaires et les grands fleuves 
(Rutimeyer). 

Les vraies tortues marines ne font leur apparition qu'à Tépoque 
crétacée. 

Les Chélydes apparaissent de bonne heure et présentent déjà 
à peu près tous les caractères des Chélydes actuelles ; confinées 
aujourd'hui dans Thémisphère sud, elles ont vécu au secondaire 
et au tertiaire dans Thémisphère boréal. Ces animaux apparais- 
sent sous deux formes : les uns avec une carapace massive, 
grande, très convexe; d'autres avec une carapace déprimée, 
mince, faiblement ossifiée. Le mésoplastron apparaît aussi de 
bonne heure. 

Les premières Êmydes, du Jura, se rapprochent beaucoup des 
Chelydra de nos jours, c'est-à-dire de Fespèce qui a conservé un 
certain nombre de caractères primitifs. 

Les Trionyx et les Chelone ont fait leur apparition à Tépoque 
de la craie; les tortues terrestres, au miocène, tant en Europe 
qu'en Asie et en Amérique. 

Les Chelone, Chelydra et Trionyx sont des espèces assez 
anciennes et relativement peu métaboliques, avec une distribu- 
tion géographique très étendue. 

Tandis que les Êmydes et les Chélydes sont métaboliques, les 
Chersites sont relativement jeunes (Rutimeyer). 

La persistance des Athecœ, Gope, depuis le crétacé et peut-être 
depuis le trias (Psephoderma) est un fait paléontologique d'une 
grande importance. 

Un grand nombre de tortues fossiles n'ont été décrites que 
superficiellement; les recherches récentes de Rutimeyer, Bou- 
lenger, Lydekker (*), Gope, Dollo, etc., nous instruisent sur les 
véritables caractères et afiinités de ces fossiles. Ainsi les Treto- 



(<) Ltdekrer and BouLENGiR, Notes on Chelonia Geological Magazine, June 
4887, p. 270. 
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sternum (*) de sir R. Owen ont, contrairement à ce que pensait 
le grand naturaliste anglais, les pièces osseuses marginales bien 
développées. Rutimeyer (') ne savait quelle place assigner à ce 
Cbélonien qui se serait écarté notablement du groupe auquel il 
aurait dû appartenir. Nous savons aujourd'hui (') que ses carac- 
tères lui assignent sa place parmi les Chélydroïdes, peut-être à 
côté iTAnostira. 

Dans la nature actuelle on ne rencontre, dans les Chéloniens, 
une peau molle recouvrant le corps que dans les tortues fluvia- 
tiles, Trionychida ou Potamites, et un épiderme dur et épais 
comme du cuir dans le Sphargis. 

Dans les tortues fossiles, il y a des Êmydes ou Cryptodères 
(Anosiira (*), Apholidemys (% Pseudolrionyx («)), des Pleuro- 
déres (Carrettochelys (^j) recouvertes d'une peau molle; et pro- 
bablement Psephophorus rupeliensis (®) (Atbeca) était couvert 
de plaques cornées. 

Enfin, un autre fait aussi important serait Texistence d'une 
tortue de rivière, Potamite^ présentant des fossettes confluentes, 
mais se distinguant essentiellement des espèces vivantes de ce 
groupe en ce qu'elle aurait la carapace couverte d'écailles; ce 
serait les Irachyaspis décrits par H. von Meyer (®;, Pictet et 
Humbert («<>), Delforirie («>)• 

Delfortrie place Trachyaspis parmi les Trionychida, tandis 



(«) Rep. Brit. Amoc. for i84i, pp. 165-167, 18tt 

(<) RoTiMEYER, Veber den Batt, etc., p. 116. 

(S) Ltdekkkr and Boulenger, Noies on Chtlonia, op cit., p. 273. 

{*) Leidy, Contributions lo iht exlinct vertébrale fauna qf the Western Terriiories, 
pi. lin. 

(») POMKL, Buil. unv, de Genève, 1847. archives, t. IV, p. 328. 

(«) DOLLO, Bulletin du Musée royal d'histoire naturelle de Belgique, t. IV, 1886, p. 92. 

D Boolenger, On a new Family of Pleurodiran Turtles, A»N. AND Mag. Nat. HiST , 
1887, U XIX, p. 170. 

(>) DOLLO, Première note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes- de la Bel» 
gique, etc. Bulletin du Musée royal d'histoire naturelle de Belgique, t. V, 1888» 
p. 70. 

(0) H. VON MCTER, Neues Jahrbuchfùr Minéralogie, etc., 1843, p. 6d9. 

(<o} Humbert et Pictet, Monographie des Chéloniens de la mollasse suisse, p. 59. 

(<i) Delfortrie, Les Chéloniens du miocène supérieur de la Gironde, Actes de la 

SOQÉTÊ LINNÊENNE DE BORDEAUX, t. XIVII, p. 23. 
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que Pictetct Humberi sont moins catégoriques et les rapprochent 
dubitativement des Chélonées ou des Trionyx : « La côte (*), 
après son éiargissemeni, disent-ils, se prolonge en un point 
libre comme chez les Chélonées et les Trionyx et rend probable 
Texisience de pièces osseuses marginales. Il est vraisemblable 
que les Trachyaspis sont plus voisins de ces deux genres que ne 
le sont les Trelostemon^ et leur association avec les Élodites 
nous parait plus douteuse. » 

Rutimeyer (^) dit, au sujet du Trachyaspis, de Piciet : 
« Schwieriger ist die Beuriheilung von zwei ferneren Formen 
der Krcide-Ëpoclic : Trachyaspis Sanctœ-Crucis, Piclei, aus 
dem canton Waadt, welche sich vielleicht als ein von Schwefel- 
kies zerfressener Ueberrest von Tropidemys herausstellen 
dûrfie. » 

Tous ceux qui ont manié des ossements fossiles de Chéloniens 
savent que souvent les pièces costales présentent des vernn'cula* 
tions apparentes ayant une origine étrangère ; quelquefois même 
les tortues vivantes, écailleuses, telles que Ch. mydns, présentent 
des vermiculations. Avec Rutimeyer, nous croyons que les 
Trachyaspis ne sont pas des Polamites, mais appartiennent pro- 
bablement à des tortues Êlodiles, comme semblent Tindiquer 
les fragments figurés par Delfortrie, notamment les pièces mar- 
ginales. 

En tout caS| jusqu'à présent on n'a pas fourni la preuve que 
ces animaux sont des Trionychides, par Tensemble de leurs 
caractères. 

11 ne sera pas hors de propos de rechercher si la présence 



(») PiCTETCt HUMBERT, Op. Cit., ^ 59. 

(*) Rdtimeter, Ueber den Bau, etc., p -118.— Dans son ouvrage : Diefottilen Schild- 
krôien, etc., p. 447, il ajoute : 

« Solche pockenarlige SchalenstQcke (inden sich in Solothurn reichlich genug, und 
nicht selten ist dièse Sculptur so regelinâsig, dass auch ich, bevor ich den nOthigen 
Ueberblick Qber den anatomischen Bau dieser Schalen gewonnen batte, eine mit dieser 
Zeirhnung in besonders regelmâssiger Art Tersebene Scbah, die als Plesiochelys Langii 
aufgeftlhrte, auf Grund dieser Sculptur als Plesiochelys rugosa bezeichnele. Der weiteres 
Untersucbung sielltc sich indess heraus, dass dièse Grubcn auschlieslich yod der 
Vertheilung und Vcrwitterung von Scbwefelkies im Gcstein herrQhren. > 
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d'un épiderme nous est un caractère primitif ou secondaire ; les 
classifications phylogéniques seraient différentes suivant la solu- 
tion donnée à cette question. 

« Si Ion suit, disons-nous ailleurs (<), les transformations 
des faunes à travers les éges géologiques, on constate presque 
toujours que, dans l'évolution d*un groupe naturel d'êtres, ses 
représentants ne retournent plus à une conformation modifiée 
durant les époques antérieures. Ainsi, comme on Ta dit ('), le 
canon des ruminants ne se résoudra plus en ses éléments, et 
cet os ne retournera plus à Tétat que nous montre TAnoplothe- 
rium. Utilisant ce même argument, nous dirons que Ton ne peut 
supposer qu'une fois les plaques cornées acquises, elles se 
perdent de nouveau pour donner naissance à la disposition 
qu'on constate dans les Trionyx et le Sphargis : c'est donc à 
juste titre que M. Van Beneden dit que ces deux groupes renfer- 
ment tous deux des formes archaïques. » 

M. Dollo semble être d'un avis contraire quand il affirme (') 
que « tous les Ghéloniens ont probablement eu des plaques 
cornées : 

Premier argument de M, Dollo : « Parce qu'elles apparaissent 
de très bonne heure chez les embryons de ceux qui en pos- 
sèdent à Tàge adulte » (^). Nous opposons : 

a. Il est admis que dans les premières phases du développe- 
ment embryonnaire l'épiderme est mou ; plus tard il se segmente 
et devient corné. Si l'ontogénie est la répétition de la phylogénie, 
même avec les restrictions nécessaires à ce principe, les premières 
tortues ont eu une peau oiolle, et plus tard seulement les plaques 
cornées ont fait leur apparition ; 

6. Utilisant l'argument, si usité aujourd'hui, qu'un animal 
ne peut transmettre ce qu'il a déjà perdu, nous dirons que nous 
ne pouvons supposer qu'une fois les écailles cornées acquises, 



(*) Smets, Lei Chéloniens. Reyde DES QUESTIONS SCIEMTIFIQOES, avril 4887, p. 400. 
(*) L Dollo, Première note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes, etc., op. cit., 
p. 7i (en note). 
C) Dollo, Première note sur les Chéloniens de Bemissart, etc., p. 73. 
{*) H. Rathxe, Entwickelung der Schildkrôten, etc., p. ItK). 

XIII. 5 
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elles se perdent de nouveau pour retourner à la forme primitive : 
ce serait un retour dans révolution ; 

c. Si elles apparaissent très tdt, c*est que depuis longtemps 
déjà des Chéloniens ont perdu leur épiderme mou, ce qui est 
confirmé par la paléontologie, puisque des tortues du jurassique 
étaient déjà écailleuses. 

Deuxième argument : « Parce que Sphargis, qui n*en a plus 
à rétat adulte, en montre à Tâge embryonnaire » (<). 

Duméril et Bibron (') disent : « Cette peau (de Sphargis)^ 
complètement nue chez les individus adultes, est revêtue, pen- 
dant le jeune ége, d'écaillés tuberculeuses, les unes convexes et 
circulaires, les autres aplaties et polygones. » 

a. L'observation de Duméril et Bibron est unique ; Peeters, 
Strauch, P. Gervais, qui ont étudié de jeunes Sphargis^ ne citent 
rien de pareil. 

6. Ces écailles de Sphargis,sont-ce de véritables écailles? Sont- 
elles comparables aux écailles cornées des autres Chéloniens? 

c. La peau épaisse, véritable cuir, des Sphargis n est pas 
comparable à Pépiderme mou des Trionyx. L'observation de 
Duméril fùl-elle exacte, fut-elle même normale, y eùt-il des 
écailles véritables, nous pouvons nier la conclusion ; il faudrait 
démontrer que la peau du Sphargh est comparable à celle des 
Trionyx. L'état que nous présenterait le Sphargis peut être une 
troisième étape de l'évolution de l'épiderme des Chéloniens, ce 
qui serait confirmé par la présence d'ccailles cornées dans le 
Psephophorus rupeliemis. 

Troisième argument : « Chez certains types {Chelone Suycker- 
buykif XJbaghs (')), on les surprend en train de disparaître : les 
séparations des diverses plaques y sont encore, mais la surface 
vermiculée de l'os sous-jacent nous indique qu'il était revêtu 
d'une peau molle; en d'autres termes, que les plaques avaient 
perdu leur rigidité et étaient en voie de s'en aller. » 



(«) DOLLO, loc. ciL, p.7i. 

(*) Duméril et Bibron, op. cit., Il, p. 559. 

(>) Ubaghs, Description géologique et paléonlologique du sol du Limbourg, 1879. 
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a. Ces modiOcations des écailles costales ne se sont-elles pas 
produites durant ou même après la fossilisation? 

6. On ne peut admettre d priori que la présence de vermicu- 
lations démontre Texistence d*un épiderme mou, puisque entre 
les écailles cornées et la carapace osseuse il existe une membrane 
vaseulaire, même chez les Chersites (*). De plus, avec Tàge et à 
la suite de Tossification, des vermiculations peevent apparaître. 
Nous avons déjà dit plus haut que parfois des tortues à épiderme 
eorné présentent ces ornementations. 

Quatrième argument .* « A cause du mode de reproduction 
de la carapace » (^). Malheureusement le travail sur lequel 
M. Dollo s'appuie nous est inconnu» et il ne nous a pas été 
possible, jusqu'à présent, de nous le procurer. 

Nous croyons que Tépiderme mou est un caractère d'ancien- 
neté et les écailles cornées un indice de spécialisation. 

Celte opinion est conforme aux données de la paléontologie, 
puisque les rares Cryptodères et Pkurodères à peau molle (') 
sont des espèces fossiles, tandis que toutes les espèces actuelle- 
ment existantes de ces groupes, hormis CarettochelySy ont des 
écailles cornées. 

Il est incontestable que parmi les plus anciens Chéloniens 
prédominent également les formes à plaques cornées, aussi bien 
qu'aujourd'hui (^), mais tout le monde doit admettre que nous 
ne possédons encore qu'une bien faible partie des tortues fos- 
siles. On répondra peut-être que nous faisons appel à l'inconnu ; 
mais, en cette circonstance, on a le droit de le faire, puisque 
nous ne connaissons encore qu'imparfaitement la faune cbélo- 



(<) Smcts, Notes sur trois Testudinidides de l'Afrique australe, Amnales DE LA 
SOCIÉTÉ sciEMTinûDE DE BRUXELLES, i886. Seconde partie, p. 6. 

(*) H. Gadow, On the reproduction ofthe carapace in Tortoises, JOURNAL OF Anatomt 
AHD Pbtsiologt, janvier 4886, p. ââl 

(S) U u'est pas sans intérêt de remarquer que l'on a, parmi les Emydidœ, Apholidemys 
à peaa moUe; parmi les Chelgdridœ, AnosUra; parmi les Pleurodira, Careiiochelys. 

(4) L'opinion du R. P. Heude (Mémoires concernant l'histoire naturelle de C Empire 
cAfiiof«,Cbang-Hai, 4886), que les Trionyx chinoises sont aussi nombreuses que toutes les 
autres espèces de tortues tant tivantes que fossiles réunies, nous semble exagérée pour 
le moins, et en tout cas doit être confirmée. 
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nienne fossile» sinon ce groupe constituerait une anomalie 
bizarre et incompréhensible. 

On ne saurait encore dire dans quel sens s*est faite révolution 
des Ghéloniens : des Trionycida^ des Chélonées, des Êmydes^ 
des Chelydra, des Trionyx, des Chélydes, semblent apparaître 
simultanément; on ne saurait dire si révolution est progressive 
ou régressive. Il semble plus ou moins probable que pour 
Texosquelette elle a été progressive (*)pen ce sens que ce dernier 
se développait davantage dans les Thecophora; au contraire^ elle 
a été régressive pour Texosquelette (^) des Athecœ, de Gope. 



V. Examen des classifications. 

DIVISION DES GHÉLONIENS. 

Nous abordons l'examen des classifications par celles qui 
admettent une subdivision fondamentale des Ghéloniens en deux 
sous-ordres. 

§ i. 

Odoniochéloniens et Euchéloniens, Dollo. 

M. DoIIo subdivise les Ghéloniens en Odontochéloniens ou 
ProchélonienSy pourvus de dents, et Euchélontens ou Rhyncho- 
chéloniens, édentés : 

i^ Nous ne connaissons encore aucun Odontochélonien ; les 
Macelognatha Q) de Marsh sont des Ghéloniens douteux, pro- 
blématiques. Si c*é(aient des Ghéloniens et si leur séparation 
d'avec les autres représentants de cet ordre était motivée, le 



(') [Proganochdyty Baur, semble cependant indiquer le contraire.] 

(*) Nous parlons de l'exosquelette « Thécophorien i; les anciens Athèque$ afaient on 

plastron plus développé, des os marginaux (?), des vestiges de pièces costales plus apparents 

que YAthèque actuel. 
(S) Marsh, A new order of extinct Juratsic Reptilet, ÂM. SciEKT. JODRN. i884, 

Tol. XXVII, p. 341. 
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terme Rhynchochéloniens leur conviendrait également, puisque 
ces reptiles ont très probablement la partie antérieure de la 
mandibule et du rostre entourée d*un bec corné. 

2* Nous pouvons à ces conceptions à priori opposer les 
paroles de G. Vogt : « Nous généralisons beaucoup trop en vou- 
lant élever à la hauteur d*une loi générale des conclusions 
tirées d*observations faites sur des cas spéciaux... On part, d^une 
manière consciente ou inconsciente, de Taxiome préconçu, que 
la nature se pose un but à atteindre , suivant un plan combiné 
d*avance, comme nous le faisons pour nos actions. Nous prêtons 
à la nature ce plan, que nous avons élaboré dans notre cerveau, 
et nous ajoutons à cette croyance Tidée que la nature, pour 
arriver à son but, choisit toujours la voie la plus directe, le 
chemin le plus court » (*). 

S"* En effet, s'il est possible, certain même, que les Chéloniens 
s*encha!nent avec les autres reptiles par une forme dentée, 
qu'est-ce qui prouve que cette forme est chélonienne? Les tor- 
tues ne peuvent-elles pas descendre d'un ordre de reptiles 
édentés déjà ? Que les Trianyx aient des dents embryonnaires, 
j'admets que cela prouve qu'ils descendent d'animaux pourvus 
de dents; mais on ne peut en conclure qu'ils dérivent de Chéb- 
niens dentifères. Les oiseaux actuels descendent de formes 
anciennes dentifères, soit; mais rien ne prouve que l'évolution 
s*est faite de la même manière dans Vordre des Chéloniens. 

i"" En admettant une forme chélonienne dentifère primitive, 
quelle raison nous oblige d'admettre que cette forme doit être 
opposée à tous les autres Chéloniens? Pour nous, les Trionyx 
sont des formes anciennes, primitives, quoique déjà spécialisées; 
ne serait-il pas possible de trouver un jour un Trionycida 
dentifère? La présence ou l'absence de dents n'est pas un motif 
pour séparer une forme d'un groupe naturel auquel elle peut 
appartenir par le reste de ses caractères. En adoptant le terme 
Odontomithes 9 nous n'admettons d'ailleurs nullement que ces 
animaux doivent être opposés à tous les autres oiseaux» puisqu'il 

(•) Cabl Vogt, op. cit., p. 481. 
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y a des Ratitis et des Carinates dentifères-De la même manière 
ne pourrait-on pas avoir des Âthecœ et des Thecophora denti* 
fères? 

§2. 
Cryptopodes -h GymnopodeSy Lâtreille, Gray. 

La subdivision des Chélonîens en Cryptopodes et en Gymno- 
podes est tout è fait arbitraire et elle ne repose pas même sur 
un seul caractère anatomique. 

Dans un même groupe naturel, les Trwnycida, par exemple, 
il y a des espèces gymnopodes et cryptopodes. 

De plus, il y a une troisième forme de rètractilité du cou : 
celle où ranimai fléchit latéralement la tête pour Tabriter sous 
le bord proéminent de la carapace, caractère qui a servi à déter- 
miner les Chélydes ou Pleurodères, mais qui n*est pas même 
constant dans ce groupe. 

D'une manière générale, tous les Chéloniens retirent plus ou 
moins leurs pattes sous la carapace par une flexion analogue; 
quant à la flexibilité du cou, on doit distinguer : 

a) Les OrthodèreSf Boulenger, qui retirent la tète vers ou 
sous la carapace tout en la maintenant dans Taxe du corps. 
Suivant le développement du crâne et de la carapace, elles 
peuvent plus ou moins abriter leur tête; 

6) Les Pleurodères (itXeùpov =* côté), dans un sens restreint, 
ne comprennent que les ChelydidcSy dans la classification de 
Boulenger, qui fléchissent latéralement la tète. 

La division en Gymnopodes et en Cryptopodes^ diaprés le 
système de Latreille, ne s*appuie que sur le développement phis 
ou moins grand d*un caractère. 

Dans cette classification,Latreille juxtapose Chelydra (=s5ati- 
rochelys), Chelonia^ Chelys, appartenante trois groupes naturels. 

Gray sentait déjà le défaut de eette classification, puisqu^il 
retire Chelys et Chelydra des Gymnopodes; le premier fléchit la 
tète latéralement, et le second ne peut abriter ses membres sous 
sa carapace faiblement développée. 
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On a de tout temps exagéré rimportance de la flexibilité de 
la région eervieale et des membres : dans les Êmydes au 
sens large du mot, dont toutes les formes sont Orthodira (*), 
selon la belle et juste expression de Boulenger, on trouve tous 
les degrés de cette flexibilité; il en est de même des Trionyx. 
Dans les Chélydes (=» Pkurodères), il en est qui sont Ortho- 
dira (Sternothcsrus, Pehmedusa, Podocnemis, Peliocephalus) ; les 
autres fléchissent latéralement la tète. 

Les ThaUuaites retirent leur tête jusque prés de la carapace ; 
je pense que CA. Waterkeynii, du rupélien de la basse Belgique, 
pouvait retirer la tête sous la carapace. 

Gray ajoutait un autre caractère : la carapace des Cryptopodes 
est écailleuse, et celle des Gymnopodes est d'ordinaire recou- 
verte d*une peau non segmentée (Trionyx^ Sphargis) : 

a) Ce caractère n*est pas du tout constant; nous avons des 
Cryptopodes couverts d*une peau molle (Apholidetnys (>), 
Pomel) ; 

6) Outre que, parmi les Gymnopodes, les Cheloniidœ sont 
écailleuses, d*après Dollo, Psephophorus rupeliensis était peut- 
être écaîlleux; 

c) On ne peut pas assimiler la peau dure de Sphargis è la peau 
molle de Trionyx. 

§3- 

Chelonii -i- Àtnydœf Oppel, Agassiz. 

Pedibus pinnifortnibus -¥- Pedibus digitatis (Meirem). 
Edigitata •¥- DigitaUi (Harwonh). 
DigUaia -f- Pinnaia (Bell, Gny). 

Sous ces noms différents, nous avons rencontré la subdivision 
fondamentale des Chéloniens en deux sections ou en deux sous- 
ordres. 



(*) BooLERGEA, On the eharactert of the Chelonian families PelomeduHdœ and 
Ckelydidœ. Âifii. and Magaz. or Natobal Histort, May 1888, p. 347. 

(*) Àpholidemyt doit être rangé parmi les Emydidœ Cfr Cofb, The Vertebrata ofth 
Urtiary formation» of the Wett, iSlBS; p. 443. 
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Cette classification est appuyée fondamentalement sur la 
nature des membres, transformés en nageoires dans les tortues 
marines, les antérieurs plus allongés que les postérieurs, les 
doigts recouverts par un tégument commun et n^apparaissant 
plus distinctement en dehors, et avec un nombre d'ongles très 
réduit. On a parfois ajouté secondairement d autres caractères, 
tels que la voûte osseuse du crâne, Tétat incomplet de la cara- 
pace et du plastron, qui se rencontrent également ailleurs et 
qui ne s'appliquent pas tous au Sphargis rangé dans ce groupe 
de tortues marines. 

Cette division est artificielle, car elle île tient compte que d*un 
seul caractère, qui est de plus un caractère d'adaptation. Dans 
les vertébrés supérieurs adaptés à la vie pélagique, on voit 
partout s'opérer la réduction des membres postérieurs, en même 
temps que les doigts s'allongent, se recouvrent d'un tégument 
commun et deviennent invisibles au dehors (Sirénéens, Cétacés). 
On peut même suivre parfois cette dégradation des membres, 
comme dans les Sirénéens (Pugmeodon a encore un bassin et 
un fémur rudimentaire), et aussi dans les Ichthyopterygia ('). 

Les caractères des membres, où les modifications sont très 
apparentes, ne peuvent tout au plus servir qu'à représenter les 
différents stades d'évolution d'un groupe restreint et à caracté* 
riser les familles. 

En présence de crânes complets et de carapaces entières, 
Rutimeyer ne sait encore s'il faut placer les Chehne, décrites 
comme telles par Owen, parmi les tortues marines ou les tortues 
d'eau douce, si elles ont ou non les membres transformés eu 
nageoires. Il n'y a donc pas là deux plans de structure différents 
dans cet ordre. Parmi les plus anciennes tortues d'eau douce, 
il en est qui ont une carapace rappelant celle de nos tortues 
pélagiques et, durant le développement ontogénique, nos 
Èmydes passent par une phase thalassite, en ce qui a rapport à 
la carapace et au plastron. 



(<) Baub, On ihe morphology and origin of the Ichthyopterygia, AmericàM Natu- 
RALiST, September 1887, p. 837. 
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De plus, on réunit tous les autres Ghéloniens par un carac- 
tère négatifi leurs membres n*étant pas transformés en nageoires, 
ou leurs doigts étant apparents au dehors (ce qui n^est pas com- 
plètement vrai pour nos tortues terrestres), bien quil y ait des 
modifications très nombreuses dans ces pieds digités. Les pieds 
des Trionyx ont une valeur taxonomique aussi grande que les 
membres des tortues marines, comme Baur Ta fait ressortir. 

Il y a de plus passage graduel et insensible entre les autres 
Ghéloniens et les tortues marines, comme le démontrent les 
ThaUusémydes, les Chelydridœ^ les Propkuridœ. 

Cette classification ne tient aucun compte des Sphargis^ les- 
quels, ainsi que nous le verrons, ne peuvent rester dans le même 
groupe avec les autres tortues pélagiques. 

Les différences qu*on peut trouver dans le crâne, le bassin, 
la carapace, etc., ne sont que secondaires et tout au plus géné- 
riques. 

Par conséquent cette classification, donnant une fausse idée 
de Tordre des Ghéloniens, appuyée sur des caractères d*adap- 
lation, ne tenant pas compte de Fétroile affinité des deux groupes, 
laissant dans un groupe des espèces qui s*écartent autant entre 
elles que les Thalassites s'écartent des Amydœ, cette classifica- 
tion, dis-je, doit être rejetée. 

§*• 

Athecœ -i- Thecophora, Dollo. 

Dermochelys (*) et ses congénères ont été élevés au rang 
d*une famille indépendante, non subordonnée aux Cryptopodes^ 



(<) [En i87i, Cope ( * ) sépare Dermochelys ( « Sphargis) des autres tortaes marines pour 
en foire un groupe distinct, les Athecœ, dans lequel il range Protottega {*), qu'il place 
plus tard, en 4875 (>), dans une famille distincte, les Protottegidœ, Ont adopté (*) le 
groupe des Athéqua : Cope, DoUo, Smith- Woodward, Boulanger et Gunther. 



{^) Con, On fA« hoptologuêê ofum» oflhê crantai fronef, etc., 1871, p. 335. 

(*) Cora, A de9cripti<m of tkê gêmu Protoêlega^ etc., 1873, p. 431. Paocin. km. P«l. 
Soe.,Yol XII. 

(S) Cora, Chêek'Lût ofNortk Amttrimn Bairaehia and Beplilia. Boix. U. S Nat. Moi., 
n* 1, 1H78, p. ftf. 

(*) Cfr BAoa, Oit iyittmatiicht StêVung von DtrwuKkêlyê BlaioviUe. BiOLoaucau 
CiimuuLATT, 1889, pp. 140-153 el 180-191] 
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ou aux Cheloniij ou aux Oiacopodes, etc.» par Cope, puis par 
Gervais et Seeley. Dollo, dans la suite, a opposé les Àthecœ, 
Gope, à tous les autres Chéloniens désignés sous le nom de 
Thecophora. 

Nous établirons : a) que ces Chéloniens constituent une 
famille distincte ; 6) qulls ne peuvent être opposés aux autres 
Chéloniens. 

Appartiennent à ce groupe (*) : a) Sphargis, Merr.» Psepho- 
phoms, von Mey., Psephoderma (?), von Mey. (Ces trois espèces 
ont une armure dorsale formée d*une mosaïque de petites 
plaques polygonales) ; 6) Protostega^ Cope, et Protosphargi$^ 
Capell.y qui n^ont pas de carapace semblable. 

Le caractère fondamental du groupe a) des Àthecœ est de 
posséder une carapace en mosaïque dont les éléments ne sont 
pas soudés à Texosquelette. 

Baur (^) a émis Topinion que Tarmure dorsale de ces Athecœ 
s est formée par dilamination en mosaïque de la carapace d*un 
ancêtre thécophore, et chez Eretmochelys apporte-t-il en preuve : 
« Beginnen die aûsseren Theile der Costalplatten sich in 
mosaîkartige Stâeken aufzuiôsen; dies ist an der dritten bis 
sechsten Costalplatte zu beobachten. » 

Dollo (') a réfuté cette opinion de Baur; nous croyons inutile 
de répéter ici les nombreux arguments invoqués par le natura- 
liste de Bruxelles. 

Nous ajouterons seulement que les côtes de Sphargis^ Protos- 
lega^ Protosphargis, peut-être de tous les Àthecœ, portent des 
vestiges des pièces costales des Thecophora; en effet : 



(<) [11 fondra probablement ajouter k cette liste Eosphargii, Lydekker (<) » Chelone 
gigaty Owen (>), dont les caractères sont : c Skoll and humeras of the gênerai type of 
Ptephophorus ; carapace consisting of a médian dorsal row of large carinated plate% of 
wbich the widtb largely exceeds the lengbt, and probably also of a séries of large margi- 
nals. • (P. Ui.) 

(*) Baor, Osteologische Notizen ûber ReptiUen, ZOOLOGISCHER AifzacER, n«S38, 4886. 

(') Dollo, Première note sur les Chéloniens oligocènes. BoLLinif DU Musée royal, 
L V, 4888, pp. 85 et sqq. 



{*) i.TDiKKia, On remaint ofeoctne and mcfocoic Chêlonia, etc. Q. J G- S. May iS89, 
p. 241. 

(«) Owm, Hittory of Rritish fottil Reptilia, yoI III, p. 188.] 
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à) Les côtes de Sphargis, au lieu d^étre arrondies, sont plus ou 
moins élargies, leurs bords latéraux sont minces; on voit par- 
faitement cet élargissement dans les planches qui accompagnent 
le mémoire de M. Gervais (*). La huitième cdte, du cdté droit, 
est surtout intéressante, parce que vers le milieu de sa longueur 
elle présente des deux cdtés un élargissement plus considérable. 
Nous avons examiné les Sphargis du Muséum de Paris : la côte 
se dessine arrondie à la face ventrale comme dans les Theco- 
phora, les bords latéraux brisés montrent un tissu fort spongieux. 
Ces côtes rappellent parfaitement celles des jeunes Chéloniens, 
où les pièces costales se forment par Télargissement graduel des 
côtes ('). Nous sommes convaincu que cet élargissement repré- 
sente la carapace des Thecophora^ et que par conséquent les 
pièces en mosaïque des Àthecœ ne sont pas à homologuer avec 
la carapace des Thecophora. 

b) Ceci devient évident si Ton examine Textrémité supérieure 
de la côte : le capitulum développé, à son origine, se continue 
par un col assez rétréci, mais au delà la côte s*élargit brusque- 
ment et une expansion osseuse se prolonge librement au-dessus 
du col à la face dorsale. C'est surtout visible dans les planches 
qui accompagnent le mémoire de Capellini (') : ce prolongement 
n*est pas le tuberculum^ par conséquent c'est le prolongement de 
la pièce costale libre au delà du col, prolongement tout à fait 
semblable à celui des Thecophora. 

c) Capellini a été frappé aussi de cette structure, car il dit (^) : 
« Vorrei pero notare che nel fossile di cui mi occupo vi ha gia 
qualehe cosa che accenna quasi ad una evoluzione del tipo 
Sphargis^ verso il génère Chelone, e che ciô si releva dallo 
studio délia faccia dorsale délie caste ed è confermato in qualehe 
modo anche dal maggiore sviluppo délie placehe del piastrone. » 

C'est, de plus, lavis de M. Seeley : appuyé sur de bonnes 



(1) Paul gervais, Otiéologie du Sphargis Luth, etc., pi. VI. 
(*} ^kTBME, Entwickilung der Schitdkrôten, p. 84. 

(S) Capellini, Il Chelonio Veronae (Protosphargit veronentU, Gip.). Realb Accade- 
MIA DEI LmcEi, 4883-4884, pi. V, fig. 7, 9, 40. 
(A) CARELLon, op, cU., p. Si. 
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raisons, il affirme « tbat the ordinary carapace of a Ghelonian is 
in no way représentée! by the dermal skeleton of Psephophorm 
or Sphargis (*). » 

L*exosquelette des Thecophora est représenté dans les 
Âthecœ («) : 

1* Par la pièce nuchale; 

2"* Par l'élargissement des côtes ; 

S"" Par des pièces marginales (Cope (') et Baur (^)); 

i"* Par les éléments du plastron. 

On voit par là que les séries neurale, costale, marginale et le 
plastron des Thecophora sont représentés dans les Athecœ h 
rétat rudimentaire» et que» par conséquent, il n*y a pas une 
opposition complète entre ces reptiles et leurs congénères. On 
semble même entrevoir la liaison des deux groupes par des 
formes telles que Proiotphargis, sans carapace en mosaïque, 
avec les côtes plus élargies, un plastron très développé ; tel est, 
d'ailleurs, Tavis de Cope. 

Les Athecœ s'écartent donc du restant des Chéloniens : 

a) Par Tétat rudimentaire de leur exosquelette thécophorien ; 

6) Par la présence, chez plusieurs d'entre eux, d'ossifications 
dermiques qui n'ont rien de comparable chez les autres ; 

c) Par leur épiderme dur, coriace, semblable à du cuir, 
excepté, peut-être, chez Psephophortis rupeliensis. 

Par le reste de leurs caractères, ils se rapprochent des autres 
tortues et notamment des tortues marines (^), bien qu'il y ait 
quelques différences secondaires. 

La persistance des Athecœ, depuis les temps les plus anciens, 
côte à côte avec les tortues marines, sans transition bien appa- 
rente entre elles, démontre également un groupe indépendant. 



(<) Seeley, Note on Psephophorut polygonus^ op. cit, p. 410. 

(*) On Sait qoe les grandes pièces rayonnées de Protottega, décrites comme pièces 
dorsales, appartiennent au plastron. 

(S) Cope, The Yertebrata ofthe ter Uary formations, etc., p. 414. 

{^) Baur in Dollo, Première note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes, etc., 
p. 34 (en note). 

(■) Baur, Osteologitche Notiien ûber Reptilien. ZOOLOGISCHER AfiZElGBR, n» 238, 4886. 
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De ces considéraMoDS il ressort que ces animaux doivent être 
séparés des autres tortues marines et constituer un groupe ou 
une famille à part. 

Faut-il les opposer aux autres Chéloniens? Si tous avaient 
une carapace en mosaïque; si, de plus, ils n*avaien( pas Texo- 
squelette rudimentaire des Thecophora, nous croirions qu*il fau- 
drait les opposer. Mais, actuellement, il est impossible d*y 
reconnaître deux types différents de Chébniens, surtout si Ton 
tient compte des Protostegidœ ; les caractères différentiels ne 
sont ni assez nombreux, ni assez constants, ni assez importants 
pour motiver Topposition des deux groupes, d'auUint plus que 
nos tortues actuelles passent, durant leur âge fœtal, par une 
forme rappelant bien les Protostegidœ. 

[M. Baur soutient que les Protostegidœ, notamment Proto- 
stega, ne sont pas de vraies Athecœ : « Protostega, Cope (*), dît-îl, 
steht der Gheloniidae sehr nah; die Pleuralia sind zur beinahe 
vollkommen reduziert; der Plastron ist noch wohi entwickelt, 
ebenso die Peripheralia und Neuralia. Der Schâdel ist wie bei 
den Gheloniidae; Epipterygoîd und absteigende Fortsâtze der 
Parietalia sind vorhanden, ebenso ein verknôchertes Articulare. 
Der Humérus steht in der Mitte zwischen Dermochelys und Che- 
loniidœ^ ebenso das Goracoid. 

» Protosphargis bat sich wohI ganz âhnhiich verhalten, 
scheint aber noch etwas mehr in ihre Dermalossifikationen 
reduziert. 

» In Wirklichkeit sind Protostega und Protosphargis gar 
keine Athecœ. » 

Il ajoute vers la fin : « Es scheint mir wahrscheinlicher dass 
Dermochelys und Psephophorus direct auf Protostega — oder 
Protosphargis — âhniiche Formen zurûckfûhrbar sind, und 
dass der mosaïkartige Panzer môglichervi^eise eine Neubildung 
darsiellt. » 

Nous nous rallions à cette opinion de M. Baur; mais, précisé- 

(*) Baub, Biologischet Ceniralblau, op. cit., p. 190. 
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ment à cause d*elle nous réunissons ces deux familles en un 
groupe spécial. 

Les affinités des Âlhecœ avec les Cheloniidœ sont incontesta- 
bles; mais il existe des affinités aussi, et plus étroites, entre 
d autres groupes de tortues que Ton sépare cependant. 

Il existe donc un groupe de tortues bien délimité dont les 
diverses espèces forment une série (encore incomplètement 
connue actuellement, il est vrai), dont Texosquelette thécopho- 
rien s'est réduit d*àge en ège. Ce groupe doit avoir des rapports 
étroits avec les tortues marines, soit parce qu'il en dérive, soit 
par adaptation. Si Ton considère, de plus, les étroites affinités 
des tortues anciennes avec les tortues marines actuelles (Ruti- 
meyer), la création du groupe des Àthecœ semble s'imposer, el 
avec Textension que lui donne M. Dollo.] 



Diacostotdea + Paradiaœstoïdea, Baur. 

Les caractères sur lesquels Baur appuie sa classification des 
Chéloniens ne sont certainement pas suffisants pour motiver 
l'opposition des Trionycidœ aux autres tortues. 

Le caractère tiré de ïentoplastron ne nous semble avoir 
aucune valeur morphologique ; d'ailleurs, M. Baur ne tient 
nullement compte de l'absence de cet élément dans d'autres 
espèces. 

L'état rudimentaire du plastron rend bien compte de la sépa- 
ration de Vépiploêtron avec Yhyoplaslron; de plus, M. Baur 
semble douter lui-même de la constance de ce caractère. 

Nous croyons que le plastron est arrêté à un stade embryon- 
naire, plutôt que de croire à une régression; le naturaliste 
américain croit que le plastron des Triohycidœ dérive de la 
spécialisation d'un plastron d'Êmyde. Le plastron des tortues 
fluviatiles se développe surtout par l'élargissement des bords 
arrondis de ses éléments et non pas par des digitations comme 
dans les Êmydes. 
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La longue adaptation à un milieu aquatique (les plus anciennes 
tortues semblent avoir habité des estuaires et des fleuves) rend 
compte de laugmentation du nombre des phalanges à deux 
doigts. 11 ne faut pas exagérer ce caractère, sinon il faudrait tenir 
compte, dans la même proportion, de la réduction des phalanges 
dans les Êmydes et les Testudinida. 

La singulière morphologie (*) des vertèbres caudales et sacrées 
ne semble pas être d*une grande importance. Ce caractère ne 
serait-il pas en rapport avec Tétat rudimentaire des centres des 
vertèbres et, plutôt que d'èire un caractère de spéciaiisation, ne 
constituerait-il pas un caractère d*ancienneté ? 

Néanmoins, par ces caractères et par une nombreuse série 
d'autres, constants ou presque constants ('), exclusifs ou presque 
exclusifs dans ce groupe, comme Tétat rudimentaire des che- 
vrons, Pépiderme mou, la première vertèbre dorsale, ainsi que 
la lombaire et les sacrées conservant longtemps leur indépen- 
dance, les fontanelles persistantes dans la carapace et le plastron, 
Fabsence presque constante des os marginaux, la pièce nuchale 
resUint séparée longtemps de la carapace, le nez en trompe, leur 
rostre allongé, la crête occipitale si développée, la présence de 
dents embryonnaires, louverture des choanes, « die rippenartige 
Structure » (Baur) de la pièce nuchale rappelant celle des Che- 
lydridœ, le nombre des pièces costales variant de sept àfUeuf, 
le nombre réduit des pièces neurales et Tabsence de pièces sus- 
caudales, etc., par tous ces caractères nous sommes obligés & les 
réunir, comme la plupart des naturalistes Tont fait, en un groupe 
distinct, indépendant des autres groupes, auquel il faut donner 
le nom le plus ancien, Trionycidœ, Gray. 

Depuis leur apparition, ces animaux constituent un groupe 
bien déflni, bien limité, nettement séparé des autres tortues. On 



(<) M. Baur a fait obsenrer récemment que ce caractère se rencontre aussi dans les 
Pleurodères Tirantes. 

{*) Cfr les caractères du crâne de ces tortues : Baor» ZoologUeher Anuiger, iS88, 
p. 736. 
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ne saurait guère montrer une transition entre ces animaux et les 
autres Cbéloniens Q ). 

Il est impossible de les faire dériver d*un des groupes des 
tortues connues, pas plus qu*on ne saurait indiquer le passage 
des Trionycidœ à ces dernières. Le tableau phylogénétique de 
Cope méconnaît la grande spécialisation des Trionyx, quoi- 
qu'ils conservent encore un certain nombre de caractères 
embryonnaires. 

§6. 
Cryptodira et Pleurodira. 

Cope divise tous les Cbéloniens, Albecae non compris, en 
Cryptodira et Pleurodira; de même Dollo divise ses Thecophora 
en deux groupes. L'opinion de M. Boulenger est intéressante : 
« Tbere is probably not in the wbole classification of Reptiles 
a more natural division tban tbat of the typical Gbelonians 
(i. e. excluding the Athecœ and Trionychoïdea) into Cryptodira 
and Pleurodira (•) >. 

Nous allons examiner les caractères des Pleurodira (') 
(e=> Chélydes = Chelydidœ, etc.) : 

1"* Les Pleurodères retirent latéralement la tète sous la cara- 
pace ; comme Boulenger le dit, ce caractère n*est pas constant 
dans tous les Pleurodira; les Pelomedusidœ sont Orthodira; 

2® Ils ont une plaque intergulaire : cette plaque se rencontre 
également dans Tretostemum Barkewelli (*), Mantell (= Pe/- 



(<) [Tout récemment M. Baur (Zoologischer Anseiger, 4889, p. S41) exprime l'opinion 
que Idiochelyt, Eurytiemunit ChUracephalun pourraient donner c AnknQpfungspuntke > 
?crs les Chilotœ.] 

(«) Boulenger, On the xharacters of the Chelonian famtiies Pelomedusidœ and 
Chelydidœ, op. cit., p. 346. 

(S) [Baar, si tersé dans la connaissance des tortues, définit les Pleurodères typiques 
comme suit : « Intergulare torhanden, Plastron mebr oder weniger auf Carapace Ober* 
greifend, Becken mit RQcken- und Bauchscbild suturOs verbanden. > {Zoologischer 
Ameiger, 4888, p. 4i9.)] 

(^) Ltdekker and Boulehger, Notes on Chelonia, GEOLOGiCiUL Magazine, décade III» 
▼ol. IV, n« 6, Junc 4887, p. 273. 
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tofhelys Duchasielii, Dollo); de plus, Thalassocbelys (*) a encore 
une intergulaire rudimentaire et Chelone a une întergulaire 
bien développée ; 

3*" Le bassin est soudé au plastron; mais il existe des Pieu- 
rodira (^) dont rischinm n*est pas soudé au plastron; on pour- 
rait concevoir un Pteurodira dont le pubis soit également libre. 
Bien plus, nous ne pouvons comprendre Timportance de ce carac- 
tère : le bassin est aussi immobile ailleurs : « Eine Vcrbindung, 
dit Ruiimeyer ('), zwischen Becken und Bauchscliild fehit 
bekanntlich bei Ëmyden keineswegs, aber sic crschrânkt sich 
aof Bander, welche vom Os Pubis und Ichium ausgehcn und 
am Bauchschild âhniiehc Spurer^zurûcklasscn... » 

Chez Dermatemys (^) et Àdocus Wyomingcnsis (^) il y a au 
plastron des traces (fossettes, Eindrûcke) des impressions lais- 
sées par rinserlion ligamenteuse du pubis; 

i" La mandibule s*articule avec le crâne par un condyle situé 
dans un enfoncement du quadratum, en d*autres termes, le 
talon articulaire du quadratum est très peu développé; 

5" « The outer border of the tympanic cavily is completely 
encircled by the quadrate (*) » . Néanmoins chez Chelodina ces 
caractères ne sont pas si tranchés ; 

6* c The pterygoids (J) are extremely broad throughout and 
form winglike latéral expansions » ; 

7* « The cervical vertebrae (®) bave strong transverse pro- 
cesses, and their cup-and-ball articulations are single throu- 
ghout. » — Les tortues marines néanmoins ont aussi des 
paradiapophyses très développées. 

A ces caractères on en ajoute généralement un grand nombre 



(*) Stradch, ChelonogUehe Siudien, etc., p. 63. 
(*} RUTIMETER, Ueber den Bau, etc., p. 84. 
(5) Rdtimeyer, Ibid., p. 28. 

{*) RUTIMEYER, Die/ossiten Schildkrôten von Solothum, etc., p. iSS. 
fSj CoPE, Proceed. Am, Philoioph, Soc., XI, 4869» p. 46. 

O BouLEifGER, On the charactert of the Chelonian fumitiet Petomedutidœ and 
Ckelydidœ, etc , p. 345. 
[T) Ibid., p. 346. 
(•) Ibid^ p. 3i6. 

Xlfl 6 
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d*autre8 dont la eonstance n*est pas aussi grande, mais dont Ten^ 
semble concourt à donner à ee groupe sa physionomie propre; 

8"* A Tcpoque actuelle, les Pleurodères sont confinées dans 
riiémisphère austral ; les autres, Cryptodira, Cope, sont davan- 
tage répandues dans Thémisphère boréal. Nous ne parlons pu 
seulement des tortues marines, mais il y a des Êmydes (') dans 
riiémi.^phère austral. Huxley (') a fait connaître récemmem 
Ccralochelys, appSirenté à Chelydra, du quaternaire d'Australtei 
où les Chélydes dominent actuellement. Mais Boulenger (') range 
ce singulier reptile parmi les Pleurodères. 

Cette distribution géographique n*a pas de valeur taxono* 
mique; il est probable que des causes purement géologiques 
ont contribué à Fextinction des nombreux Chélydes de notre 
hémisphère ; 

9"* Les Chélydes ont souvent une tète aplatie, déprimée; 

lO*" Plusieurs ont des os nasaux normalement développés; 
ces os se rencontrent également dans les Propleuridœ; 

11"* Leurs os frontaux ont une forme spéciale, souvent carac^ 
téristique ; 

12* Les orbites sont séparées de la fosse latéro-temporale par 
une cloison osseuse formée par le postfrontal, le zygomatique et 
le palatin; ailleurs il n*y a que des traces de cette cloison; 

15"* Quand une voûte temporale existe, elle est constituée 
autrement qu'ailleurs (^); 

14* Le quadratojugal manque souvent; 

15* La mandibule est souvent faible; 

1 6* Les mâchoires sont très rarement ou jamais dentelées ; 

17* Le palais possède une rainure profonde c welche sich 
nach dem hintern Theile der Gaumenflâche erstreckt und in 



(t) Strauch, Die Vertheilung der Schildkrôien ueber den ErdbalL Mémoires DC 

L'ACADÉMIE IMPÉRIALE DES SCIENCES DE S'-PÉTERSBOORG, tOme VllI, 1865, pi 195. 

(*) Huxley, Preleminary Note on thefoiiil remaint of a Chelonian Reptile^ Cerût»^ 
eheiys Sihenurut, Jrom Lord Howe's Ittand, Australia. Mature, april 28, 1887, p. 615. 

(S) G.-A. Boulenger, On ihe tytiematic position ofthe GenusMioiania, Owen {Ceram" 
chetyH, Huxley), Proc. Zoological Society Lonuoh, 1887, p. 554. 

{*) RUTIHEYER, Ueber den Bau, etc., p. 60. 
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diescr Ausbildung ein nichtweniger eigenthûmliges Merkmal 
der Chelydcn-Scliâdels bildet » (0; 

IS"" Leur cou est souvent aplati de haut en bas (Duniéril 
et Bibron) ; 

19"* « Bci sâmmtliehen von mir untersuchten lebenden Pieu- 
rodira, dit Baur (*), ist das Sacrum um eiiien bis zwei Wirbel' 
nnch vorn gerûckt, so dass aiso ein oder swei Sacralwirbel, ja 
sogar der letzte Dorsaiwirbel za Caudal- Wirbein geworden 
sind » ; 

20** La première càte se soude plus tôt et plus intimement 
avec la première pièce coslale que dans les autres Cliéloniens; 

21'' Les vertèbres dorso-lombaires et caudales sont coossiOèes 
de bonne heure avec lexosquelette; 

22* Les paradiacostoîdes sacrées sont souveni résorbées, tandis 
qu'ailleurs elles s*unissent à Tilion, lequel se soude ici directe- 
ment avec les vertèbres; 

23^ Leur carapace et plastron passent rapidement par la 
phase thalassite ou rudimentaire et se soudent de bonne heure; 
la carapace se forme de bonne heure durant le développement 
ontogéiiique, les caractères de l'animal adulte sont acquis de 
bonne heure ; 

24** Leur bassin se soude intimement, non seulement avec 
le plastron, mais encore avec la carapace; 

W" Les pédoncules axillaires et inguinaux prennent généra- 
lement un plus grand développement et s^élèvent davantage 
dans l'intérieur de la carapace. Les pièces marginales présentent 
une grande différenciation caractéristique ; 

26'' La chambre sternale [Sternalkammer, Rutimeyer) est 
plus volumineuse qu'ailleurs; 

27** Les pièces neurales sont souvent réduites en surface et 
en nombre; Cinostemon (Émyde) est dans le même cas; Pieu- 
rostemon (Pleurodère) a généralement les pièces neurales en 
nombre normal ; 



(*) ROTIMEYER, Ueber dm Bau, etc^ p. 58. 
(«) Baub, Zoolog. Arneig^ 4S88, p. 4SS. 
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28* Souvent SI existe un mésoplastron; cet élément s*e8t 
égalennent rencontré dans les Cryptodères (Platychelys (<), et 
Baêna{*)); 

^9"" Le plastron est souvent éch ancré en arrière et y est plus 
massif; 

30^ Les fontanelles latérales du plastron se ferment de 
bonne heure, souvent par un mésoplastron ; 

31* Beaucoup de Chélydes n*ont qu*une seule pièce sus- 
caudale; ailleurs le nombre en est de deux ou de trois, etc. 

Bien que chacun de ces caractères, pris isolément, ne soit pas 
de nature à motiver la séparation des Pleurodères d*avec les 
autres Chéloniens (Trionycida et Athecœ exceptés), cepen- 
dant leur ensemble exige cette séparation, d'autant plus que 
depuis Tapparition des Chélydes, ces caractères sont constants ; 
ces animaux sont depuis lors séparés nettement des autres tor- 
tues et ont eu leur évolution propre. . 

Quelle place assigner à ce groupe? L*opposer au reste des 
tortues ou non? Si nous nous rappelons que les Êmydes, les 
Chélydes, les Chersites passent tous .plus ou moins rapidement 
par la phase thalassite (Rutimeyer)» que les Chélydes sont des 
Êmydes d'une vie plus rapide (Ruiimeyer), que, entre les 
Êmydes et les Chélydes, il y a des relations et un certain 
parallélisme que Rutimeyer a mis en évidence, que beaucoup 
de caractères des Chélydes ne sont qu'une exagération des carac- 
tères émydoïdes, qu'il y a de part et d*autre des formes avec une 
peau molle, que ces groupes ont des membres assez ressem- 
blants, etc., on pourrait croire que cette opposition n'est pas 
justifiée et que les Chélydes pourraient être le terme final d'une 
évolution commençant par une forme chélydroïde et passant par 
la forme émydoïde. 

Cependant on ne peut exagérer la spécialisation des Chélydes, 
])arce que chez Chelys {^), par exemple, nous trouvons encore 



(«) RuTiMETER, K^efoitiUm Schitdkrôten, etc^ p. 28. 

(•) COPE, The Vertebrata ofthe teniary formations^ etc., p. Hi. 

(5} CuviER, OstemetiufossHen, vol. IX, p. 43i. 
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des traces de centrale dans le carpe; les cinq os de la seconde 
rangée sont encore libres et presque égaux. 

D*un autre côté, il existe des formes fossiles auxquelles 
Ruiimeyer a appliqué le terme de Thalassodiélydes (*), telles 
que les Jdiochelys ('), qu'il faut incontestablement ranger parmi 
les Pleurodères (^), bien que carapace et plastron soient incom- 
plets et les pédoncules axillaires et inguinaux peu développés : 
ce sont les formes anciennes de ce groupe. Dans les formes 
actuelles, comme parmi les fossiles, il en est à carapace mince 
et d'autres avec une carapace plus épaisse; de plus, Tossiâcation 
chez les premières progresse plus lentement. 

Les Pleurodères constituent donc, aussi bien morphologique- 
ment que paléontologiquement, un groupe bien distinct, ayant 
eu son évolution propre, aussi bien que les Àthecœ, les Triony- 
cidcBj tandis que le restant des tortues ont entre elles des aiB- 
nités multiples : les Testudinides ou Chersites avec les Cheloniidœ 
(Rutimcyer); celles-ci avec les ChélydrotdeSj surtout par les 
Pro7}/etiricf(B (Rutimeyer, Cope, DoUo); les Oiélydrotdes avec 
les Êmydes. Toutes ces tortues constituent un groupe distinct, 
ayant entre elles des affinités multiples, et semblant avoir eu 
aussi leur évolution propre. Les plus anciennes formes de ce 
groupe ont les plus grandes affinités avec les Cheloniidœ et les 
Chélydroides, qui semblent être les formes anccstrales. Il nous 
parait donc qu'il faut accepter partiellement les vues de Cope 
et de Dollo, intégralement celles de Boulenger, et admettre quatre 
groupes fondamentaux dans Tordre des Chéloniens : 

1. Athecœ, Cope. 

2. Trionycidœ, Gray, 1825. 

3. Cryptodira, Cope. 

4. Pleurodira {*), Dum. et Bibr. 



(«) Rdtimeter, Diefossilen Schildkrôten, etc., p. 139. 

(>) RoTiMETEB, Ueber den Bau, etc., p. iil 

(') Cope cependant le range parmi les Chelydridœ. {The Verte brata of the tertiary 
format, etc., p. Hi.) 

(*) Le terme Chelydidœ oa Chélydes aurait la priorité sur le terme Pleurodira ; mais 
on est aujourd hui presque d'accord pour désigner sous le nom de Chelydidœ une subdi- 
vision des Pleurodira\ ce dernier terme doit être admis, pour ne pas avoir à changer 
tontes les dénominations. 
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Vf. Examen des classifications (suite). 

SUBDIVISION DES GHÉL0NIBN8. 

Athecœ. 

La subdivision des Athecœ proposée par M. Dollo s^imposait 
et elle sera acceplée par tous les naturalistes. Ces deux groupes 
méritent ineontestablement le rang de familles. 

Trionycidœ. 

Jusqu^i présent on n*a guère tenté de subdiviser la section, 
des Trionycidœ. La subdivision de Duméril ctBibron, basée sur 
la rétractilité des membres, est tout à fait artificielle. On n^st 
pas encore fixé sur le nombre de genres ou d'espèces appar- 
tenant à ce groupe intéressant. La classification proposée par 
Gray est basée sur des caractères trop superficiels et n*a rallié 
Tadiiésion d aucun naturaliste. Tous les Trionycidœ^ tant vivants 
que fossiles, ne constituent qu'une seule famille bien naturelle, 
parfaitement limitée. Cependant on ne saurait méconnaître que 
la connaissance de ces animaux est encore bien incomplète. 

Cryptodira. 

La classification des Cryptodira de Cope (dont nous séparons 
les tortues fluviatiles), basée presque exclusivement sur les carac- 
tères du plastron, ne nous semble pas acceptable. Ontogcnéli- 
quementetphylogénétiquementle plastron su bit des modifications 
très nombreuses sans qu'elles entraînent des modifications 
correspondantes dans Tanatomie de l'animal. Si les pédon- 
cules axillaires et inguinaux sont plus ou moins réduits, la 
carapace est plus ou moins solidement articulée au plastron et 
la chambre sternale plus ou moins développée. Souvent les 
Chélydes anciennes ont également les pédoncules moins déve- 
loppés. Durant leur développement, tous les Chéloniens sont 
plus ou moins dactylopiastres ainsi que les Athecœ à l'âge adulte. 
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Idiochelys n*esi-i| pas dactylopiastre tout en prenant place parmi 
les Pleurodères (Rutimeyer) ? Cette classification basée sur un 
seul caractère nous semble artificielle. 

Dermateniys est une tortue CJiélydroïde Q\ ainsi que Ruti- 
meyer r« établi; cependant Cope (') est obligé de la placer 
parmi les Emydidœ, à cause de son plaslron, non dactylosierne. 

Treiostemum Bakeiuelli, Mantell (') (» Peltochelys Duchas- 
telii, Dollo (^)) est, par Tensemble de ses caractères» une Chély- 
droîde (*), et cependant M. Dollo (•) assure qu*clle n est pas 
dactylosterne («a dactylopiastre)., 

M. Dollo C) justifie son adhésion à la classification de Cope 
par les considérations suivantes : « Sa division des Cryptodira 
en D'actylosterna, Clidosterna et Lysosterna me parait également 
justifiée, car le premier de ces groupes nous représente, au 
point de vue du plastron, des types ayant conservé avec assez de 
pureté, quoique à des degrés divers, la fofmc primitive. Les 
deux derniers, au contraire, sont des spécialisations, mais dans 
des sens différents, puisqu^on ne saurait les faire dériver Tun 
de Pautre, attendu que : 

> 1. On ne peut penser à faire sortir, toute question de priorité 
dans Tapparition au cours des temps géologiques mise à part, 
les Lysosterna des Clidosterna. Comment supposer, en eiïet, 
que le plastron, ayant un jour acquis un solide appui sur Tar- 
mure dorsale par le moyen de pédoncules axillaires et inguinaux, 
vienne à voir ces pédoncules disparaître? D^ailleurs, on n*ob- 
serve point, dans Tembryogénie des premiers, des pédoncules 
qui 8*atrophieraient ensuite; 

• 2. Il faut encore moins songer à la descendance des Cly^ 
dosUmaf des Lysosterna^ à cause des motifs ci-après : 

» a) L'assemblage des pédoncules et des plaques costales montre 



{*) Cfr ROTIIOSTEB, Diefoutien SebildkrôUn, etc., p. 451 [Peat-ètre est-elle le type 
ë'uie fimille nouvelle. (Baur.)] 
(<) Cope, The Vertebrata of the tertiary formation t, etc., p. 113. 
(>) Mahtell, Geology oJS. E. ofEngland, p. S55 (1883.) 
(^ Dollo, Première note sur les Chéloniem de Bemitsan, op. cit., p. 78. 
O R. Ltdeeker and Bodlbnger, îfotes on Chelonia, op. cit., p. 973. 
(*j L Dollo, Revue det questiont tcientifiques, 90 juillet i887, p. 331. 
O L. Dollo, Première note $ur les Cheloniens du Bruxellien, op. cit., p. 83. 
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que leur réunion a dû avoir lieu, phylogénétiquemont, quand il 
y avait encore des fontanelles dans la carapace^ ce que confirme 
Fembryogénie. 

» P) Durant Tontogénie, les pédoncules sont déjà bien confor- 
més pendant que de larges fontanelles persistent encore, notam- 
ment au plastron. Si donc le plastron des Lysostema^ qui est 
privé de fonianelles, venait à développer des pédoncules, il ne 
se produirait point un être équivalent à un membre du groupe 
des Clydosterna. 

9 On aurait bien atteint le même résultat — fontanelles obli- 
térées et pédoncules axillaires et inguinaux, — mais par deux 
voies essentiellement opposées ». 

Ces raisons seraient convaincantes s*il s'agissait d'une seule 
famille, mais non pas d'un groupe très étendu d'animaux. En 
effet, ne pourrait-on pas rencontrer un Êmydidé (par Fen- 
semble de son organisation) dactylopiastre, avec fontanelles 
dans le plastron, avec des pédoncules axillaires et inguinaux peu 
développés, faisant le passage à un autre avec des pédoncules 
plus développés, un plastron plus ossifié, etc., pour aboutir à 
nos Émydidés actuels? L'embryogénie nous autorise à le penser. 
Tropidemys ne serait-elle pas une de ces formes? 

Les mêmes modifications peuvent avoir eu lieu, plus ou 
moins parallèlement, dans les autres groupes; en d'autres 
termes, cbaque famille des Cryptodira peut avoir eu son évolu- 
tion propre, comme semble l'indiquer déjà l'existence d'un 
Êmydidé avec peau molle à côté de Chélydroîdes également h 
peau molle? Nous ne pouvons pas placer toutes les Cryptodèren 
dans une seule série; nous croyons que, issues d'une souche 
unique, les diverses familles ont évolué dans des directions dif- 
férentes, à partir d'un moment où elles possédaient encore des 
caractères primitifs, tels que, peut-être, des fontanelles' au plas- 
tron, des pédoncules rudimentaires, des digitations, etc. Par 
conséquent il nous semble plus scientifique et plus prudent de 
tenir compte de l'ensemble de l'organisation, plutôt que d'un 
caractère unique. S'il s'agissait d'une famille unique, nous adop- 
terions sans hésiter les vues de MM. Cope et Dollo, mais quand 
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il s*agit d'un groupe si complexe, il nous semble dangereux de 
les appliquer. 

En tenant compte de Tensemble de Torganisation, on recon* 
nait quatre types fondamentaux dans les Cryptodira : 

1** Les tortues marines actuelles et les formes fossiles dési- 
gnées sous le nom de Propleuridœ, dont les caractères ont été 
donnés ; 

3** Les formes vivantes et fossiles (0 qui ont des affinités étroites 
avec Chelydra, dont la carapace est plus ou moins développée, 
le plastron typiquement en croix, avec ou sans fontanelles, des 
pédoncules axillaires et inguinaux peu développés, une pièce 
nuchale avec des traces de côtes, des vertèbres caudales opisto- 
cœles, procœles et amphicœles (Baur), un carpe et un tarse 
assez primitifs, souvent une queue très longue et couverte de 
sentes osseux, une voûte temporale construite d'après un type 
différent de la voûte temporale des autres Thecophora, etc. 

Les Chélydroïdes comprennent les Pseudolrionycidœ de 
Dollo, caractérisés fondamentalement par leur peau molle ; les 
Baënidœ (*) (comprenant Platychelys, Mey., Baëna ('), Leidy ?, 
Polythorax, Cope), caractérisés par la présence d'un méso- 
plastron et de plaques intergulaires (Cope). Enfin les CAe/y- 
dridœ, se rattachant à nos Chelydra actuelles. 

Pour autant que nous les connaissons, les Adocidœ ressem- 
blent (^) assez aux Baënidœ, d'un côté, et à Dermaiemys (^), 
d un autre côté, pour qu'on doive les placer également, du moins 
provisoirement, parmi les Cheh/droîdes. 



(1) Chelydra, Gypochelys, Platystemon, Helemya, Platycheiyt, Ànostira^ Pseudo- 
trionyx, Tretostemon, Thalastemyt, Dermatemys, Baèna, etc. 

[M. Lydekkeb, On romaim of eocene ojtd meMOWic Chelonta, etc., (QuATERLT 
JouftHAL G. s., May 4889. p â33) range les Propleuridœ de MM. Dollo et Cope dans les 
Cheloniidœ.] 

(*) Cope, The Venebrata of the tertiaryjormations, etc., p. 113. 

(») Leidy, Geological Survey Wyoming, 4870, p. 367. - ID., Survey Montana, 1874, 
p. 388. — ID., Ànnual Report C/. S. Geolog. Suru, Territ., 187i, p. 634. — COPE, The Ver- 
lebrata ofthe tértiaiy, etc., 4883, p. 444. 

*) COPE,<Wd.,p.444. 

(>) RUTIMEYER, Die/ouiten Schildkrôten, etc., pp. 4I$3 et 453. 
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Ces deux dernières Tamilles semblent rattacher plus ou moins 
les Cryptodères aux Pleuroilères (Cope et Rulîmeyer); 

3** Les véritables Êmydes, parmi lesquelles il faudra distin- 
guer divers groupes secondaires. Cette tribu, d'ordinaire mal 
définie, avait au eommencement une très grande extension ; on 
en a retranché successivement les Pkurodères, les Chelydroïda^ 
et il est arrivé (ce qui est assez général dans des cas analogues, 
comme pour les Passereaux, parmi les oiseaux) qu'elles sont 
plutôt définies par des caractères négatifs que par des caractères 
positifs. Nous réunissons sous le nom d'Emydoïda toutes les 
tortues amphibiotiques, avec bassin libre, à plastron étendu 
(parfois mobile), h carapace bombée, des vertèbres caudales 
normales, sans voùtc protégeant les muscles temporaux, d'or- 
dinaire avec trois séries de plinlanges (*). 

De mériîc que les Chélydroïdes et les Pleurodères, les Emy- 
doïda ainsi définis renferment des formes avec la surface des os 
dermi(|ues sculptiirée, en d'autres termes, avec une peau molle; 
ce sont les A pholidemys de Pomel. Par le même motif que 
dans les Chélydroïdes et les Plenrodères, il y a lieu de créer 
pour ces formes primitives une famille nouvelle, pour laquelle 
nous proposons le nom d'Apholidemydida. Les autres familles 
de celte tribu seront les Cinoslernidœ, les Cistudinidœ et les 
Emydidœ ; 

k' Les tortues terrestres, Testudinides ; cette famille est 
adoptée par tous les naturalistes. 

[Dans la classification de M. Boulenger, cette famille a une 
plus grande extension ; elle englobe un grand nombre d'Êmydes. 
Le motif en est, peut-être, dans le fait qu'il est diflicile.de carac- 
tériser les Emydoïda. Cependant les tortues terrestres forment 
un groupe bien délimité, avec des caractères bien tranchés. 



(<) Toutes les Élodites examinées par Riilimeyer avaient trois phalanges aux trois doigU 
médiants, deux au pouce. Le nombre des phalanges du cinquième doigt varie : Cistudo 
europœa et guttata en ont deux au cinquième doigt, ainsi que Emys catpica, Chelodina 
longicoiiis, — Chelydra serpeniina, Chelyi fimbriata, Platemyt Geoffroyi, Elxeya lati- 
sternum en ont (rois au cinquième doij^t. (Kuti\ieyer, Die fostilen Schildkrôten von Solo- 
hum, etc^ p. 423. 
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comme Ruiimeyer l'a si bien montré (*). Cest, croyons-nous, 
une famille bien délimiiée et qui doit être conservée, comme la 
plupart des auteurs Tout fait.] 

Pkuroderes. 

La première classification des Pleurodères, proposée par Baur, 
adoptée et complétée par Boulenger, ne tient pas compte suffi- 
samment des espèces fossiles, elle est incomplète. Les espèces 
tertiaires, à la vérité, se laissent cataloguer dans Tune des trois 
familles; mais tel n'est pas le cas des secondaires. Ainsi Plesio- 
chelys, Ruiimeyer, ne peut prendre place parmi lesPelomedusidœ, 
à cause de Fabsence de mésoplastron; ni parmi les Chelydidœ, 
à cause de son crâne, si toutefois le crâne attribué à Plesiochelys 
lui appartient; ni parmi les Carettochelydidœ, à cause de ses 
écailles cornées. 

Il semble également incontestable que Idiochelys (=» Chelo- 
nemys) est Pleurodère ('); cette espèce est dans les mêmes 
conditions que Plesiochelys. Malheureusement nous connaissons 
trop imparfaitement ces espèces pour pouvoir compléter la clas- 
sification. Le crâne de Craspedochelys, le bassin d'Jdiochelys, 
Jes vertèbres cervicales de ces espèces et celles de Plesiochelys 
nous sont inconnues ou incomplètement connues. 

Cependant pour Plesiochelys ('), qui a joué un rôle si considé- 
rable, comme les recherches de MM. Lydekker et Boulenger (*) 
le montrent encore récemment, on peut créer une famille 
nouvelle, les Plesiochelydidœ, qui auraient comme caractères : 
pas de mésoplastron^ carapace et plastron avec fontanelles per- 
sistantes ou soblitérant très tardivement, muscles temporaux 
protégés par une votite osseuse, bassin soudé incomplètement au 
plastron; tortues secondaires. On pourrait ranger dans cette 
famille toutes les espèces de Plesiochelys, peut-être aussi Craspe- 



(M ROTIMETER, Diefossiien Sehildkrôlen, etc., p. S7. 

(S) ROTlMBTBR, Die foêsilen SchiUikrôten, etc., p. iS4. ~ Gope {The Vertebrata ofthe 
tertiary, etc., ]k 113) place Idiochelys atec Hydropelta parmi les Chélydroidet, avec 
une Kmgae ligue de contact entre le plastron et la carapace. 

O RUTIMETER, Diefofsiten Schitdkrôien, etc., p. 48. 

(*) R. Lydeuleb and Boulengeb, Notes on Chelonia, etc., p. 372. 
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dochelys et Idiochelys ('). Les premières ont des pièees neurales 
presque complètes et une carapace solide; les dernières ont les 
pièces neurales réduites et une carapace plus ipince. 

[Les caractères de Proganochelys, Baur, ne permettent de 
placer cette tortue dans aucune des famille de tortues proposées. 
En attendant que Ton connaisse mieux et celte espèce et les autres 
Pleurodères fossiles, Tadoption de la famille des Proganochely- 
didœ est parfaitement justifiée. 

Quant à la subdivision des Pleurodères en nombreuses 
familles, proposée également par M. Baur, elle n*est pas appuyée 
sur des caractères assez importants pbur pouvoir être adoptée. 
Nous adoptons la classification de M. Boulenger.] 

Le tableau suivant résume la classification que nous proposons. 



Ordo. 
CHELONIA. 



Seclio I. 
Atbeca. 



( Fam 



Fam. 1. Sphargididœ. 
2. Prolostegidœ. 
Sectio II. 
Triontcida. Fam. : Trionycidœ. 
Tribus A. . 
I Ghelokoîoa. J 

Fam 



Fam. 



Seclio 111. 
Crtptodira. 



Tribus H. 

ClIELTDROluA. { 



Tribus C. 
Emtdoîda. 



Fam, 



i. Cheloniadœ. 
2. Propleurklœ. 
i. Pseudo trionycidœ. 

2. Baënidœ. 

3. Adocidm. 

4 Chelydndœ {*). 

1. Apholidemydidœ. 

2. C inosier nidœ. 
3 Cistudinidœ. 

4. Emydidœ. 



Sectio IV. 
Plidrodira. < 



Tibus D, 
Tbstudimiiia. Fam. : Teslttdintdœ, 

Fam. 1. Carettochelydidœ. 

— 2, Plesiochelydidœ i*). 

— 3 Pelomedusidœ. 
~ 4. Chelydidœ fy 



(<) [LYDtKKER, On remains oj eocene and mesozoic Chelonia, etc ,Q. J. G. S., mai 1889, 
p. 228, place également Idiochelys parmi les Pleurodères ] 

(*) [Nous croyons qu'il faudra adopter également la famille des Dermatemydidœ, pro- 
posée par M. Baur ] 

(S) [M. Baur a la priorité de ce nom ; cependant nous pouvons observer que, lors de 
l'envoi de notre manuscrit, M. Baur ne l'avait pas encore proposé.] 

(^) [Il faudra ajouter probablement les Proganochelydidœ de M. Baur.] 
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VII. Examen des classifications (suite). 

Linné^ et i sa suite Gmelin, Daudin, Ritgen, Wagler, 
Fîtzinger et Mayer, sous des dénominations différentes, divisent 
les tortues en trois groupes, d'après la nature des extrémités. 
Il est inutile de démontrer que cette classification, basée sur des 
données insuffisantes, parfois erronées, est tout à fait artificielle. 
Elle méconnaît Timportance des Athecœ, des Pleurodira et des 
Trionycida, Elle réunit en un groupe des tortues qui ont plus 
de différence entre elles que les tortues terrestres et les tortues 
fluviatiles ordinaires, Emydida par exemple. Elle a été jusqu'à 
un certain point préjudiciable à la science, car elle a empêché de 
reconnaître les groupes naturels; on se contentait trop de recon- 
naître les caractères extérieurs des animaux. Enfin, elle a fait 
commettre des erreurs matérielles, puisque, comme Strauch le 
dit, il y a des tortues avec membranes natatoires sans régime 
am phi biotique. 

•jstèBie de iLlelB. 

La classification primordiale de Klein, adoptée et amplifiée 
par Lacépède, Brongniart, Latreille, Oppel, Merrem, Haworth, 
Bell, plus 0(1 moins par Gray, et enfin par Agassiz, a déjà été 
examinée. Malgré la brillante et longue exposition de cette 
subdivision fondamentale en deux groupes, par Agassiz, il est 
impossible de s'y rallier. Le savant américain expose longuement 
et amplifie le caractère des membres en nageoires et le peu de 
développement des membres postérieurs. Mais il ne tient pas 
assez compte de l'ensemble des caractères. Les Propleuridœ 
d'ailleurs, amenant une transition insensible entre les Chelydroîdœ 
et les Cheloniidœ, montrent que la subdivision de l'ordre en deux 
sous-ordres est inacceptable. Ce système a d'ailleurs le grave 
tort de méconnaître les véritables caractères des Athecœ et leur 
position systématique, ainsi que celle des Trionycidœ et des 
Pleurodira. Agassiz voyait déjà le défaut de sa méthode quand 
il hésitait i faire des Trionycidœ un sous-ordre indépendant. 
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FleailiiS 



La méthode de Fleming, basée sur la mobililé deTexosquelette, 
est certes artificielle et nous n*avons pas à nous y arrêter. Ces 
sortes de classiflcations ont eu leur valeur, parce qu*elles servaient 
de table dichotomique, en quelque sorte, pour retrouver le nom 
des animaux. En tout cas, elles avaient plus de valeur que les 
méthodes appuyées sur des données erronées. La classifica- 
tion des animaux, basée sur des caractères extérieurs seulement, 
amenait des associations bizarres, comme Chelys et Trionyx 
dans la méthode de Fleming. Nous sommes à Tépoque où Ton 
réunissait les collections, où les matériaux d'étude étaient plus 
rares et où Ton ne faisait que rarement l'anatomie d*un animal 
exotique. 

Cray (flStft). 

Si Gray divise, comme Latreille, les Chéloniens en Cryptopodea 
et Gymnopodes, il fait cependant faire un progrès* considérable 
à la classification en établissant cinq familles dans Tordre. 

Si le savant auteur était parvenu à reconnaître les Pleurodèrei, 
sa classification eût été parfaite pour Tépoque où il écrivait. La 
subdivision des Emydidœ, d après la nature du rostre et de la 
mandibule, ainsi que de la mobilité du plastron, est assez arU- 
ficielle. 

Comme nous Tavons déjà dit, les Chelidinœ de Gray ne 
correspondent pas à nos Pleurodères ou Chéhjdes; elles ne 
comprennent que le seul genre Chelys. On connaissait encore 
trop peu de Chélydes pour saisir les affinités multiples de ce 
groupe si naturel. 

Pour la première fois les Trionyx, les Sphargis et les Chelone 
sont élevés au rang de familles; aussi les termes de Gray 
doivent-ils avoir la priorité- (*). 



{*) C*est le cas ponr les Sphargididœ, les Cheloniadœ, les Tetiudinidœ et les Triony- 
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VltmlBser (flStS). 



La mélhodc de Fiizinger n*cst pas aussi parfaite que celle de 
Gray. Les Chelone et les Sphargis restent dans une môme famille. 
La famille des Chélydes ne renferme que le genre Chélys, et les 
tortues Pleurodères, connues de rauteur, sont rangées pnrmi les 
Êmydoïdes. Ce système montre que son auteur était parfaitement 
au courant de la liuérature des tortues et connaissait leur ana- 
tomie. Aucun des noms proposés ne peut être adopté, parce 
que les termes de Gray ont la priorité et parce que, pour la 
famille des Chélydes^ Fauteur ne Fcntcnd pas dans le même sens 
que les naturalistes actuels. 

Bell (flfttft et !•«•). 

Le système de Bell est identique à celui de Gray, avec la diffé- 
rence que Bell subdivise les Emydidœ en deux groupes, com- 
prenant le premier les tortues qui ont le plastron mobile et dans 
lequel il range à la fois des Crypiodères {Terrapcne) et des 
PUurodères (Slernolhœrus); le second comprend les tortues qui 
ont le plastron immobile et renferme également des Crypio- 
dères et des Pleurodères. 

Cniy (••«!). • 

A la suite de Wagler, Gray a reconnu les affinités multiples 
des tortues d*cau douce qui ont le bassin soudé, et il en fait une 
famille sous le nom de Chelydidœ, ce qui. est une modification 
des plus heureuses. Malheureusement il abandonne la famille 
des Sphargididœ et range de nouveau le SpiMrgis avec les 
Chelotiiadœ, trompé par la ressemblance des membres et du 
crâne, ainsi que par leur genre de vie commun. Wiçgmann et 
Ruie adoptèrent cette classification, en changeant les noms ded 
familles. 

upmrim. 



Le prince de Canino n*a guère développé les motifs qui Font 
ameiié ft sa classification des tortues en trois familles. Les 
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recherches de Wagler, Fitzinger, Gray hii ont échappé ou il 
n*en a pas tenu compte. Sa classification ne repose que sur des 
caractères tout à fait extérieurs. Les Testudinidœ sont caracté- 
risées par leurs pieds digités, leurs écailles cornées et leur 
ty^npan visible, et elles sont divisées d'après leurs lèvres, obser- 
vation partiellement erronée, d'après Sirauch; plus tard il les 
subdivise en quatre groupes, qui sont mal définis. Nous ferons 
la même observation pour les deux autres familles. 

Doméril et Olbroii. 

Il est regrettable que ces deux éminents naturalistes, qui 
avaient à leur disposition des matériaux si étendus, se soient 
tant appuyés sur les caractères extérieurs, si changeants, si falla- 
cieux, et qu'ils se contentassent de sentir «du doigt » si le plas- 
tron était complet ou incomplet. .Ayant à leur disposition des 
sujets adultes et jeunes de Sphargis^ ils n'ont pas étudié la sin- 
gulière carapace de ces animaux. Cependant leurs patientes 
recherches ont donné une impulsion considérable à l'étude des 
tortues. 

Leur classification doit être rangée parmi les systèmes artifi- 
ciels. Il n'ont pas su reconnaître l'indépendance du groupe des 
Chélydes ou Pleurodères ni celle du Sphargis, parce qu'ils 
fondaient leur classification sur la nature des pieds. Aussi 
Strauch, qui accordait également une valeur prépondérante aux 
caractères extérieurs et ne voulait pas tenir compte des caractères 
anatomiques, parce qu'ils ne sont pas visibles, montre, au com- 
mencement de ses « Chelonogische Sludien > que la distinction 
des ChersUes et des Ëlodites, telle qu'elle est faite par Duméril et 
Bibron, ne s'appuie que sur des caractères de plus ou moins 
d*importance, ou d'importance tout à fait secondaire et, dépassant 
ses prémisses, il réunit ces deux familles en une seule. 

•waliuoB. 

Trompé également par les apparences, Swainson a édifié un 
système où les aflmités réelles des animaux sont complètement 
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méconnues. Ses Chelidridœ renferment à la fois des formes 
Cryptodères et Pleurodères, ainsi que ses Emydœ. Nous avons 
déjà rencontré les motifs sur lesquels ce naturaliste s'appuyait. 



■«reoBte. 



Le système de Leconte s'appuie sur des caractères extérieurs 
et ostéologiques; il s'écarte des classifications de Gray, Bell, etc., 
en ce qu'il réunit en une famille unique Chelydra, Staurotypus, 
Trionyx et Emyda, parce que les ailes latérales du plastron, 
qui réunissent ce dernier à la carapace, sont formées par les 
hypoplastrons seulement et non par les hyo- et hypoplastrons, 
comme ailleurs. Cette fusion n'est pas admissible : 

1** Elle ne tient pas compte des nombreux caractères diffé- 
renciels existant entre ces animaux; 

2* Ce caractère n'est pas si tranché. En effet les ailes hyo- 
pfastrales peuvent se développer à Tâge adulte et atteindre 
également la carapace, dans les Chélydroïdes et les Cinoster- 
num (•). 

«ray (tSftft). 

Excepté pour les SphargiSy dont l'anatomie était suffisamment 
connue, mais dont l'importance échappait encore aux natura- 
listes, parce que les espèces fossiles apparentées leur étaient 
inconnues, la classification de Gray de 1855 était parfaite pour 
l'époque. L'étude des fossiles n'avait pas encore montré les 
relations intimes qui réunissent les Cryptodères entre elles, ni 
l'importance du groupe dont Chelydra est le type dans le 
monde actuel. Les cinq familles sont bien caractérisées. Mais la 
diagnose ne cadre plus avec les progrès de la science. En effet, 
nous avons aujourd'hui des Emydidœ et des Chelydidœ avec 
peau molle ; Gray donne une trop grande importance à la sépa- 
ration de la plaque caudale et à la contractilité du cou, comme 
Strauch l'a fait voir. 



(») RcTniEYER, Veber den Bau, etc., p 19. 
XIII. 
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Rien ne justifiait les modifications des termes introdaiies par 
Tillusire naturaliste en 1870. Ces termes « éclectiques • ne 
font qu*encombrer la science. Gray voulait établir une certaine 
symétrie entre les groupes. L'ordre était divisé en sous-ordre, 
le sous-ordre en familles, la famille en tribus. Nous ne voyons 
pas la nécessité de la multiplicité de ces termes; quand le sous- 
ordre des Tylopoda ne renferme qu'une seule famille, pourquoi 
créer un nom spécial pour le sous-ordre et la famille ? On ne 
doit conserver que le nom de la famille, qui alors a le rang de 
sous-ordre. De plus, il n'y a pas de symétrie entre les divers 
groupes zoologiques. Que de divisions et de subdivisions n'a-t-on 
pas dû établir pour les DinosauriensI Ils sont justifiés, mais que 
deviendrait la science si pour les Rhynchocéphaliens on créait un 
nom pour Tordre, la section, la tribu et la famille. 

Enfin Gray divise la famille en tribus; n'est-ce pas Tinverse 
qu'il faut ? On semble d'accord pour diviser la famille en genres 
et non pas en tribus. 

Les tortues terrestres sont désignées sous le nom de Testudi- 
nidœ en 1855, de Tylopoda en 1870, de Testudinata en 1873. 

La subdivision des Tylopoda ou Testudinidœ en quatre tribus 
(1870) ou en quatre sections et sept tribus (1873) ne peut être 
justifiée que sr Ton admettait que pour chaque genre il faille 
créer un nom collectif. Ces tribus ou sections ne s'appuient que 
sur des caractères superficiels, incomplets, tels que la surface 
alvéolaire (1873). 

11 faut dire la même chose de la division des Stéganopodes en 
huit familles, des Pleurodères en quatre familles et des Triony- 
choïdes en trois. Ainsi les nombreuses espèces du genre Clemmys^ 
que Strauch conserve dans un même genre, se répartissent en 
cinq familles, quand d'autres auteurs y reconnaissent à peine 
plusieurs genres. Ces familles sont fondées sur « sehr (') vage und 
verânderliche Charactere » et peuvent à peine être acceptées 
« als Divisionen, geschweige denn aIsGattungen ». 



(i) Strauch> Chelonologiêche Studien, p. ^. 
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Dans la classification des Plearodéres, Gray n*a pas distingué 
les caractères communs des deux premiers groupes réunis en 
une famille si naturelle par Boulenger, ni ceux de deux autres 
groupes. Cependant ces groupes desPleurodères ne sont pas aussi 
artificiels que ceux des Testudinidœ, et quelques-uns seraient 
bien des sous-divisions de familles. 

Agassiz a eu partiellement le même tort que Gray. Sa subdivi- 
sion fondamentale de Tordre en deux sous-ordres lui a fait 
méconnaitre Tunité et Timportance du groupe des Pleurodères et 
des Trionycidœ^ ainsi que Timportance des Athecœ. La paléon- 
tologie doit guider le naturaliste qui veut établir un système 
complet. 11 est vrai, Agassiz a reconnu et parfaitement bien 
défini les caractères des divers groupes ; mais, comme Gray, il 
donnait une trop grande importance à des caractères de second 
ordre (*), et il ne considérait que les tortues de TAmérique du 
Nord, ou principalement celles-ci. 

Ainsi, il subdivise en trois sous-familles les nombreuses 
espèces du genre Clemmys (^ Emys de quelques autres 
auteurs). Strauch (') dit très bien de cette division qu'elle est 
basée sur des caractères variables, de plus ou de moins, « und 
dabei so vag und unbestimmt dass die Grenzen der einzelnen 
Subfamilien unmôglich mitSicherheit bestimmt werden kônnen » . 

Son opinion sur les Pleurodères ne peut être acceptée. Que 
si Chelys a des caractères spéciaux, ceux-ci sont partagés dans 
une certaine mesure par Chelodina et Hydromeâtisa, et par 
Bydraspis, Ekeya, etc. dans une moindre proportion, mais 
suffisante pour les réunir toutes dans les Chelydidœ (Boulenger). 



(<) Définissant les NecUmydoidœ vp. 355), il dit : « The body is rstber flat.. >; — les 
Deirochelyçfidœ : « The body is higher and more elongated... The plastron is narrower 
than in the preceding tribe... > ; les EmydcHdœ : « Differ chieffly from the preceding by the 
great width and flatness of the plastron... etc. > Ce sont autant de caractères qui peuvent 
k peine serrir à distinguer les espèces, si l'on tient compte des différences sexuelles. 

(*) Strauch, Chelonologische Studien, p. 34. 
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Ici surtout on observe que le défaut de matériaux (avoué 
d*ailleurs) lui a fait méconnaître les véritables affinités zoolo- 
giques. 

Rallmejer. 

Le savant naturaliste suisse insiste sur les affinités des animaux 
qu'il désigne sous le nom de Thalassémydes avec les Chelone et 
les Chélydroîdes actuels. Mais la circonstance que ces animaux 
sont du jurassique doit donner à réfléchir : à cette époque, les 
Cryptodères, issues, récemment peut-être, d'un ancêtre commun, 
doivent présenter entre elles des affinités multiples, même chez 
celles qui appartiennent à des familles différentes. En rapportavec 
Tàge géologique, les Thalassémydes ont le plastron et la carapace 
avec fontanelles, ou se fermant très tardivement, des pédoncules 
peu développés comme dans nos jeunes Êmydidés ou nos jeunes 
Pleurodères. De même que, pour la détermination de la place 
zoologique d'une jeune Emydida^ on se tromperait grossièrement 
si Ton ne tenait pas compte des caractères futurs de Tàge adulte, 
de même, dans les tortues anciennes, on ne doit pas tenir compte 
exclusivement de l'un ou de l'autre caractère, mais rechercher 
dans quel sens se fait l'évolution du groupe auquel Tanimal 
appartient (*). En d'autres termes, une Emydida ancienne peut 
être aussi bien dactylopiastre qu'une jeune Emydida actuelle. 

1* Platychelys Oberndorferi est Chélydroîdes comme les 
caractères de sa carapace, comme son crâne (si le crâne que lui 
attribue Rulimeyer(') lui appartient réellement) le démontrent. 

2® Quant à Thalassemys, Tropidemys, Eurysternum^ nous 
croyons devoir les ranger parmi les Êmydidés : ce seraient des 
formes anciennes de ce groupe. Nous admettons qu'elles ont 
des ressemblances avec les tortues marines et les Chelydridœ, 
mais comme précisément ces tortues sus-mentionnées ont 
conservé un grand nombre de caractères primitifs, il est possible 
que ces mêmes caractères dans les Thalassémydes ne démon- 



(<) On y panient en considérant l'ensemble des caractères; et non pas les modifications 
d'nn seul organe ou d'un seul caractère. 
(*) RUTIMETEB, DiefoisiUn Schiidkrôten, etc., p. iOl. — CIr Cope, supra. 
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treot que la conservation de caractères anciens dans un groupe 
appelé à évoluer plus tard. En effet : 

a) Le plastron de ces tortues est étendu. 

b) La ligne de contact entre le plastron et la carapace est 
très longue ou serait très longue si les fontanelles étaient obli- 
térées : elle s'étend chez Tropidemys de marginale 3 à mar- 
ginale 8 ; néanmoins elle est moins étendue chez Thalassemys. 

c) Leur carapace est très développée et souvent massive. 

d) Les pédoncules axillaires et inguinaux sont plus ou moins 
développés, atteignant cependant parfois les pièces costales, 
notamment à Tège adulte. 

é) Les fontanelles s'oblitèrent successivement avec Tàge. 
Déplus 

f) La pièce nuchale ne présente pas les caractères de la 
pièce nuchale des Chélydroïdes (trace de côtes), desquelles on 
veut les rapprocher. 

g) La première côte n'est pas aussi allongée, etc. 

h) Aucun autre caractère (créne, mandibule, vertèbres cau- 
dales) n'autorise à les placer parmi les Chélydroïdes^ du moins 
avec certitude. 

De plus, leurs membres les excluent complètement des Chélo- 
notdés. 

Nous croyons, par conséquent, que ces espèces sont des 
Êmydoïdés^ arrêtées à un stade embryonnaire et, en les plaçant 
dans les Dactyloplastres, non loin des tortues marines et près 
des Chélydridésy on méconnaît leur véritable parenté. Un jour, 
on créera pour elles une subdivision dans cette famille naturelle, 
ft côté des Êmydidés récentes : on aura, peut-être, des Palceoé- 
mydidés à côté des Néoétnydidés, 

Quant aux Chélonémydes de Rutimeyer, autre groupe provi- 
soire, il y a à distinguer entre Ch. crassicostatay Ch. plani- 
mentum et les autres Chelone. Les premières sont classées parmi 
les Propleuridwy cette famille si naturelle de tortues, qui fait 
le passage des Chétonées marinez aux Chélydroïdes. Nous croyons 
que les autres sont des tortues marines véritables ou Chéhniadés. 
En effet : 
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a) Le crâne est construit d'après le type tbalassite. 

6) Si le plastron est plus ossifié que dans les Chehniadœ 
actuelles, il est néanmoins construit d'après le plan du plastron 
de ces dernières et non pas d'après celui des tortues d eau douce ; 
en efiet : a) L'entoplastron esl allongé. — ^) Les épiplastroos 
sont plus divergents que chez les tortues d'eau douce. — y) Les 
xipbiplastrons 8*engrènent avec les hypoplastrons par une suture 
plus ou nioins oblique à l'axe de l'animal et non par une suture 
transversale. 

e) Si on ne connaît pas les membres, on connaît du moins 
le coracoïde, l'humérus, etc., qui s'écartent des mêmes os des 
Êlodites et se rapprochent des os des Chehniada (*). 

d) 11 serait bien étonnant que Owen n'ait eu, parmi tant de 
squelettes, que des restes de jeunes individus, comme le sup- 
pose Rutimeyer. 

e) Les Chelone décrites par Owen ont trois supraeaudales, 
tandis que la plupart des Êlodites n'en ont que deux. 

f) Plusieurs tortues anciennes sont des types collectifs, possé- 
sédant des caractères qui sont aujourd'hui communs à plusieurs 
groupes. Il faut leur assigner une place d'après l'ensemble de 
leur structure. Tant qu'on n'aura pas démontré qu Owen s'est 
trompé en attribuant à ces Chelone des membres en nageoires, 
nous devons classer ces formes parmi les tortues markies 
acinelles, dont elles seraient des formes bien anciennes, quoi 
qu'on ait déjà des Chelone véritables, comparables aux actuelles, 
dans l'époque crétacée. 

On objectera, peut-être, que l'ossification de la carapace et du 
plastron est plus complète que dans nos Chekme actuelles. Rien 
n'est plus complexe, rien n'est plus variable que l'évolution; 
comme Cari Vogt le dit, dans un arbre phylogénétique il y a 
des branches deseencUintes, c'est-à-dire que l'évolution procède 
par rétrogradation, il est aussi probable que les tortues marines 
dérivent de Chéloniens amphibiotiques ou terrestres ; rien n'est 



(«) Owen, Monograph on thefosHl Reptilia ofthe London Clay, Part. 1. Chelonia, 
London 1849, p. 44, 17, 19, â5, 30, etc. 
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donc plus nauirel que de trouver des tortues marines avec une 
carapace et im plastron plus ossifiés que les ChéUmées actuelles, 
bien que nous ayons déjà de véritables Cbelone au crétacé, car 
on ne peut admettre que révolution se fasse simultanément dans 
toutes les mers ni pour toutes espèces d*un même groupe. 

Pm«l «errais. 

Dans son manuel de zoologie, P. Gervais n'a guère donné de 
diagnose des groupes zoologiques. 

11 est étrange que cet éminent naturaliste réunisse encore 
en 1875 les Êlodites de Dum. et Bib. sous le nom d*Êmydes, 
terme qui sert communément à désigner les Êlodites crypto- 
dères. La diagnose des Sphargis est incomplète, puisqu'on ne 
peut faire entrer dans ce groupe, ainsi défini, ni Protostega, ni 
Proto^hargis, inconnus d'ailleurs à Tépoque où P. Gervais 
écrivait. 

Sœley («•!!•). 

Quoique la classification de Seeley se rapproche de celle que 
nous crayons devoir adopter, elle est néanmoins fondée sur des 
caractèfes insuffisants et la diagnose des groupes est très incom- 
plète. 

En effet, il n'y a pas trois types de carapace ; il n'y en a que 
deux : k carapace eu mosaïque des Sphargididœ et la carapace 
typique des Thec^phora, qui existe aussi à l'état rudimentaire 
dans les Aihecœ. 

Parmi les Àspidochelyidœ, il faut placer des tortues qui ont le 
eorps couvert d'une peau molle et la carapace vermiculée 
(ÀMostira, Pseudoirianyx, etc.)- 

Le caractère granulé de la carapace des Peltochelyidm n'est 
pM exclusif dans les tortues floviatiles, comme nous le disons^ 
et cette carapace n'a pas l'origine que lui attribue Seeley; elle a 
la même origine que celle des Àspidochelyidœ. 

La diagnose des Dermatochelyidœ ne s'applique qu'aux genres 
Sphargis, PsephophoruSy Psephoderma, et nullement aux Proto- 
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stega et à ProtosphargiSy qui appartiennent incontestablement 
au même groupe zoologique. La carapaœ en mosaïque ne suffit 
donc pas pour caractériser les AtheccBy pas plus que leur peau 
dure et coriace, puisque Psephophorus rupeliensis avait proba- 
blement le corps couvert d*écailles cornées. 

Ajoutons encore que la carapace des Dermatochelyidœ n*est 
pas « not developped », mais incomplète ou rudimentaire, et elle 
n*est pas non plus « represented » , mais remplacée fonctionnelle- 
ment par la carapace en mosaïque. 

Cope. 

Nous avons déjà discuté la plupart des modifications intro- 
duites par Cope dans la systématique des Ghéloniens. Ainsi que 
le tableau phylogénétique l'indique, Cope considère les Trionyx 
comme un groupe primitif dont il dérive Tensemble des Pleuro- 
dères et la presque totalité des Gryptodères (les Chelawndœ 
exceptées). « Trionyx appears, dit- il (*), to represent another 
point of departure. Its plastron présents a grade of development 
near to that of Propleura, and its eight costal bones ally it to 
other types. In its half-ossified carapace wanting the marginals, 
it is inferior to both. It leads us at once to the existing Chelydra, 
the closing of the sternal fontanelles being accompanied by a 
contraction of its extent in respect to the bridges and lobes •• 

Jusqu'à présent cependant, les preuves manquent pour justi- 
fier cette filiation. De son côté, Baur dit (^) : « Die Form des 
Plastrons der Trionychidœ ist von einer embryonalen Plastron- 
form, z. B. von Emys ableitbar. Denkt man sich das médiane 
Stûck des Entoplastrons von Emys zurûckgebildet, die seitlichen 
Stûcke aber mehr und mehr entwickelt, so dass das Epiplasux)n 
aus der Vereinigung mit dem Hyoplastron verdrângt wird, so 
haben wir das Plastron der Trionychidœ vor uns. Wir kônnen 



(4) Cope, Tfie Vertebrata ofthe tertiary formations, etc^ p. 444. 
(<) Baur, Ueber die Stellung der Trionychidœ su den ûbrigen Testudinata, ZOOLO- 
GISCHER iHfZEIGEft, D« 244, 4887. 
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uns aiso das Plastron der Trionychidœ durch Spécialisation eines 
ursprûnglichen Emyden-Plastrons hervorgegangen vorstellen ». 

Le R. P. Heude (^)^ de son côté, a montré que le nombre des 
pièces costales varie de 7 à 9 dans les Trionycidœ; la ressem- 
blance avec les Propleuridœ n*est que bien secondaire. Jusqu'à 
présent, tous les Trionydda décrits et connus forment un groupe 
bien homogène, à tel point que la plupart ont été désignés sous 
le nom de Trionyx. Quelques découvertes faites en Amérique 
semblent jeter un jour nouveau sur cette intéressante famille : 
les espèces désignées sous le nom de Plastomenus (^) par 
Cope possédant, à côté de caractères incontestablement triony- 
choîdes, quelques caractères émydoîdes, pourraient fournir des 
renseignements sur la filiation des Trionydda^ et nous rap- 
procher plutôt de Topinion de Baur que de celle de Cope. 

La famille des Propleuridœ, établie d*abord par Cope, enfin 
adoptée et parfaitement définie par Dollo, est fondée sur un 
ensemble de caractères tel que son acceptation s*impose; mais, 
par Tensemble de leur organisation, crâne, carapace, plastron, 
pédoncules, phalanges sans condyles, membres, etc., les Pro- 
pleuridœ se rapprochent tellement des CheUmiadœ que nous les 
réunissons en une tribu (') sous le nom de Chelonotda, tribu 
voisine des Chelydroïda. 

La famille des Pleurosternidœ doit être abandonnée : les 
espèces qui appartiennent à ce groupe sont Pleurodères (^), les 
unes appartenant aux Plésiochélydidés (^), les autres prenant 
place parmi les Pelomedusidœj du moins provisoirement en 
attendant que leur crâne soit connu. Les Pleurostemidœ d*Owen 
avaient toutes une plaque intergulaire, contrairement à ce que 
pensait Cope. 

Les Baënidœ (avec les vertèbres caudales opistocœles (^)), les 



(>) Heude, Mémoire $urles Trionyx, etc., pp. 34 à 36. 

(«) Cope, The Yertebrata, etc., pp. 414, 422, etc. 

(S) C'est à pea près ce que M. DoUo a Cait quand il rangeait les Propleuridœ dans sa 
famille des Pachyrhynchinœ {Première note sur les Chéloniens landéniens, etc., p. 444). 

(«) ROTIMETEB, Ueber den Eau, etc., p. 444. 

(B) Ltdekker and Boulenger, ffotes on Chelonia, etc., 272. 

^ Comme dans les Chélydrides et les Miolaniidœ de Boulenger. parmi les PUuro- 
déres. 
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Adoddm (avec les impressions ligamenteuses du bassin sur le 
plastron), pourraient fournir un passage vers les Pleurodères, 
mais le tableau phylogénétique de Gope méconnait leurs aflBnités 
avec les Chelydridœ. 

Nous ne pouvons pas considérer les Bydraspididœ comme la 
souche des trois autres groupes de Pleuroéères (Goi^) ^ parce 
que Chelys a un carpe et un tarse plus primitif que Hydraspis 
(s=3 Chelodina) ; comment pourraient-elles transmettre aux Podo- 
cnemididœ et aux Pelomedusidœ leur voûte temporale atrophiée 
et un mésoplastron dont elles n*ont pas de trace ? 

Si des Emydidœ on peut passer aux Cisludinidm et aux 
Cinostemidœ par rétrogradation, comme Cari Vogt veut que Ton 
procède, cependant Thistoire paléoutologique ne justifie pas 
encore cette descendance, pas plus que celle des Testudmidœ 
des mêmes animaux. 

Les CheUmiidŒy les ProphuridcSy les Chelydroîdes ont des 
affinités trop multiples pour ne pas les supposer descendues 
d*un même ancêtre. Peut-être Cope a-t-il raison de donner une 
grande importance aux Protostegidae ^ desquels on pourrait 
remonter aux ClheUmiidœ; mais pourquoi s'arrêter là ? 

En somme, faute de documents paléonlologiques, nous n'en 
sommes encore qu'à faire des conjectures ; tout esi hypothétique, 
et nous devons nous garder de prêter « à la nature le plan que 
nous avons élaboré dans notre cerveau » (*). 

Les opinions des autres auteurs ont été rencontrées dans les 
chapitres V et VL 



(<) Carl Vogt, op. cit., p. 481. 
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SUR 



UNE 



FORMULE DE M. DARBOUX 



PAR 

P. MAN8I0N 

Professeur à l'Université de Gand. 



1. Aperçu général de la démonstration. Soit Fz une fonction 
d*une variable z réelle ou imaginaire, continue ainsi que ses 
(2n -+- 1) premières dérivées pour toutes les valeurs delà variable 
depuis a jusque jz c= a + A. On aura, comme Ton sait, par le 
théorème de Taylor : 

h h* A" 

Fz = Fa -*- - Fo -♦- — F"rt ^ -. -i- F'»a ■*- R, (4o) 

i 1.2 4.2...n ^ 

hF'z = A F'a + - F"a h- . . + ^ F"a -♦- Ht, (ij 

A«F"z -= A'F'tt H- ... H- —-^ F-a ^ R„ ( i,) 

1.2...(ii— 2) ' ^ ' 



puis, R, R|, Rs,...» R„ seront donnés respectivement par les for* 
mules suivantes : 
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R = P+'a + ... + —^—r- P'a+f ; ^ ' ¥"*>t dt, (2.) 

iâ...{n-\-\) 1.2... 2n J d.2...2n '* ' 

■ 

R.-= — F"+«o-v.. + P-o-»-/ -i ■ ¥*^tdt,m 



R,— 



*""• ^_. . **" ^„. /-A'i^-'r-* 



r2...(2n-2) y 4.2.. (2n— 2) '^ ' 



l.2...(n — 4) 4.2...(2n-2) ^ 4.2.. (2n— 2) 



R« = 



4 4.2...n ,/ 4.2...n "' 



Multiplions les équations (2) par des quantités 

telles que, dans la somme 

r = R -♦- miRi -♦- mj^ -*■ ••• -♦- iw^R„, 

les coeflBcients de F"^*a, F"^'a, ..., F^a soient nuls. On aura 
alors 

r==/'(z-(rF*^M', 

a 

si Ton fait, pour abréger, 

'^ L^.2...2n 4.2 ..(2n 4) '^ 4.2...(2n-2) " 4.2.. nj 

ety des formules (4), on déduira, en les multipliant aussi par 
4, wit, wij,..., m», 

F;y -f- mJiV'z -f. mJi^F'z h- ... i- m>»F"« «» 
Fa -f- MiAF'oH- M^T'an- ... h- M.A»F"a h- r, 
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M|, M,,..., M, étant des coefficients dépendant demi, m,,. ••»*"»; 
par exemple, 

M, => —^— [I + »M,* + «ijt (ifc — 1) -*- • • ■+- w. {1.2..Jk)]. 

Nous allons déterminer les quantités m|, fTi^y..., m„, puis r 
ety enfin, les coefficients M|, M^,..., M„. 

2. Détermination des mtUttplicateur$ m. Les multiplicateurs 
m^f ni), ..., m», d*aprés leur définition, doivent vérifier les n 
équations : 

^-♦-mi(nH-4)-*-mtn(n-4-1)-*-m,(n — i)n(n -i-l)-*-— -i-m„.2.3...(n-*-i)=a0, 
i+w,(nH-2)-*-m,(n-»-i)(n-<-î)H-m,n(n-*-i)(nH-2)-f...«-f.m„.3.4...(ii-4-î2)=0, 

44-m,.2n-f-m,(2»-i)2n4-fn,(2n— 2)(2n— i)2n4-...-i-m„(ii4-l)(nH-2)...2ii==0. 
Introduisons, dans ces formules, les symboles eombinatoires 

r(r-i)...(r-f-f-<) 

et posons 

i . mi s= pi , 1 . 2iyit «s p,, ... , 1 • 2.3... j^ynAoep^. 
Les équations en m|, m^, ms, ..., m,^ deviendront 
i + piCi+, H- p,cî+4 ^ piCte, H h p„c;^^ = 0, 

i H- PiClf., H- p,CÎ+, + PjCÎ^, -*-..-!- p„Cl^, = 0, 



i -*- PiCt, -+. p,ci. H- p,q, ^ ... -H p^a =0. 

Ce système peut être remplacé par un plus simple, en opérant 
de la manière suivante. On retranche la (n — 1)** équation de 
la n% la (n — 2)' de la (n — 1)% ... , la première de la seconde ; 
on opère de même sur les (n — 1) nouvelles équations obtenues 
et, ainsi de suite, pour chaque groupe de nouvelles équations 
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obtenues. On emploie d'ailleurs, à chaque opération, la formule 
de réduction 

On obtient ainsi les relations 

i H- p^Cl^i -4- fnCl^ -^ PiCl^i -+- - ■*- p„C:+, = 0, 

Pi -*- P.C1+, -*- psCj+i H- ... H- p„c;:;! « o, 

p-i ♦ P«-iCl+i -*- p„Cl^ ^ 0, 
P.i ■*- P„<'i+i — 0. 
La dernière donne 

P-i =« — PnC+i = - P«CI|.|. 

puis^ en substituant dans Tavant-dernière et, ensuite, dans celle 
qui précède, on trouve 

P«-i = -»• P„^^î+ii P«-5 = — p„c;+,. 
On en conclut, par induction, 

Pour savoir si cette conjecture est fondée, il sufBt de vérifier, 
pour une valeur quelconque de A:, de t n n, la relation 

Ci_,-c:+.a., , -«- CI^^CV*-, H-(-i)-*c::;î = o, (a) 

qui exprime que les valeurs trouvées par induction satisfont 
aux n équations en p. 
Pour cela, considérons Texpression 



X"+* (X ^ 1)—*-* = (X -H i)" *-* (X -h 1 — 1)"+S 

dont tous les termes contiennent x à la puissance (n-i- 1) au 
moins. Le second membre peut s'écrire 

(x+ir*-M(xH-ir'~cu.(x4-i)-H-c;+.(x+i)--*...-h(-ir+M. 
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ou encore, 

(x + 1)--*-Ci+,(xH.^)«-*-«+C«^t(x^i)*-*-'-... 
^ (^i)n-*C^^(x ^. i)»» ^ ... ^ (— 1)"^' (X H 1 )-*-«. 

Le coefficient de x" dans ce développement doit être nul» 
comme on Ta vu. Or ce coefficient est précisément le premier 
membre de la relation (a). Cette relation est donc vérifiée. 

Il résulte immédiatement, de ce qui précède, que 

Pi Pt p8 Pn 

1»! = — - » fiit= - — — » ♦'^B^^* T — r — Z»»"»'^^»^- 



4 '1.2 4.2.3' " I.2.3...I1 

OU explicitement, 

i n(n — 1) 4 



lll,c= — 



2n 1.2 2i»(2«-4) 

fi(n-l)(n— 2) 4 



m. = (-4r 



1.2.3 2ii(2/<— 4)(2n— 2)'' 
4 



2n(2n — l)...(n-+-4) 



3. Calcul de r. Dans la valeur de r, la quantité sous le signe 
intégral est, au facteur 



4.2 ..2» 



près, égal à Texpression 7. Si, dans celle-ci, Ton fait k = z — t^ 
elle devient 

Ln^ I.L- i^^ MLi^^K^f*— 1) ^^^ 2n(2ii-4X2n-2) 
* 4.2 4.2.3 

2n(2n-i)...(nH-0 
'^" 1.2...n 
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Remplaçons po Pit — » P« pai* l^ors valeurs. Le polynôme pré- 
cédent deviendra 

la 1.2 cr. 

2n(2n-n...(n.^<) C; 
*^ *' 1.2...n CL ' 

c'est-li-dire, après quelques réductions faciles, 

IC—CLhlr-* + CÎA'fc-» -»-(.— ^ ) <^y*' — (* - A)"= (a — «)■•• 

On a donc enfin, pour l'expression de r, 

{z — f{a— 0" 



■/ 



I.2.3- 2ii 



F"+*erf(. 



4. Cafctt/ d^s coefficients M. On trouve immédiatement les 
formes suivantes pour le eoeffieient Mi : 

= ^-^ [i -*- PiCl -+- ptCl-^pfil + ... + Pi] 

Pour ealeuler la quantité entre parenthèses, considérons Tex- 
pression 



X* (x + 1)*-* = (x +!)*--* (X + 1 — 1)* 
= (a? + i)*-*[(x^ l)*-Ci(x+l)*-' H- CÎ(xH.i)*-«— ... + (— 1)*] 
= (x + i)»-_Cl|x -i-l)»*-* ^ Cîfx +1)«-* H- (— ^)*(a?^-1)»-- 
XIII. 8 
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En égalant le coefficrent de x* dans les deux membres de cette 
égalité, on trouve 

Par conséquent, puisque 
on a 

6. Forme définitive du développement. On a donc enfin 

=. Fa— m^AF'a -^ mJé*F''a -h ( -l)''/ii„/»''F'' -t-r, 

c'esl-à dire 

Fz - Fa= ^ j(2-a)Cî, ..(Fa - F*)-*- '-^p|^ C;, .,(F"a - F"z) ^... 






c/(. 



Dans le cas où Fz est une fonction réelle, ainsi que ses déri- 
vées et la variable, on peut mettre le reste sous une autre forme. 
Le produit (z — t) (^ — a) a pour valeur maxima i (z — a)' ; 
(z — ty (/ — a)" a pour valeur maxima ^li (z — a)*"; par suite, 
on a 

J <.2...2n ^ ' 1.2 ...2n 2»" " 

m 

8 désignant une quantité comprise entre et 1 et Z| une valeur 
intermédiaire entre a et z. 



6. Historique. La formule précédente est due à M. Darboux, 
qui Ta établie par une méthode différente de celle que nous 
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venons d'exposer (Journal de Liouville^ septembre 1876, 3* sér., 
t. II, pp. 296-297). II a mis le reste sous les formes suivantes, 
faciles à déduire de celle qui est donnée plus haut (au moyen du 
principe général qui porte son nom) : 

1.Z.3 ..zfii/ 

u 



= (— ir 



ifiH-l [(/«-Hl)...2n]* 



Il a fait observer que la formule nouvelle permet d'obtenir 
une approximation d'ordre 2n + 1, par le calcul de n dérivées 
seulement. 

Une remarque analogue a été faite par M. Gh. Lagrange, qui 
a retrouvé la formule de M. Darboux (Bulletin de l'Acadéfnie 
royale de Belgique^ 3* série» t. IX, pp. 114-117, mai 1885). 
M. Lagrange établit la formule en appliquant le théorème de 
Taylor à l'expression 

r=Fz-Fa- -L\(z-^a)C;,.,(F'a^Fz)+,..^ ^IZ^ (jp^adcV^z)]' 
^n L i 2.,.n J 

Nous avons publié l'esquisse de la démonstration contenue 
dans la présente Note, dans le volume suivant du même recueil 
(décembre 1885, pp. 848-849). Les équations qui servent à 
trouver les quantités p ont été résolues d'une manière très élé- 
gante dans JUathesi8(\SS7, t. VII, pp. 177-178) par M. E.Cesaro. 
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MÉMOIRE 

SUR LA 

RECHERCHE LA PLUS GENERALE 

d'oh 
SYSTÈME ORTHOGONAL TBIPLEHINT ISOTHERME 



M. le V<* de SALVERT 

Professetir à rUniversité catholique de Lille. 



PREMIÈRE PARTIE H 

PRÉLIMINAIRES ET CAS PARTICULIERS REMARQUABLES. 

CHAPITRE !•'. 

Propriété caractéristiqae des invariants différentiels A| et Af. 
Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées quel- 
conques. 

Expression des paramétres différentiels d'une fonction de 

POINT QUELCONQUE EN COORDONNÉES CURVILIGNES. Étant dODDée 

une fonction de point (**) quelconque u, ses deux paramètres 
différentiels A|Ci> et A^a)^ qui sont évidemment deux nouvelles 
fonctions de point, sont susceptibles Tun et Tautre d*une expres- 
sion simple en fonction des trois paramètres du premier ordre Aicp, 
Ai^p» A|t7, relatifs aux trois surfaces coordonnées et de leurs 



O Ce Mémoire doit être précédé d'une Introduction qui sera inséré dans l'un des 
Tolumes snixants de ces Annales avec la continuation du même tratail. 

(**) Locution très commode, empruntée k Lamé (Leçons sur les 'coordonnées curvi- 
lignes, S 1), et assez claire par elle-même pour pouvoir se passer de définition. 
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dérivées par rapport aux coordonnées curvilignes, expressions 
qui sont complètement indépendantes du système particulier de 
coordonnées avec lequel on les suppose calculées , et qui 
demeurent par conséquent les mêmes quel que soit le système 
de coordonnées employé. Ces expressions formant le point de 
départ obligé de la recherche que nous allons entreprendre, 
c'est par les établir que nous devons commencer notre étude. 

Pour le paramètre du premier ordre A^u, il nous suffira de 
rappeler les six égalités suivantes (*) : 

X f X ff, X u X XX y y z z 

,„ 6)9 »<!> »0 Of U 9 O» 

(\) / -=- 1 -1- -I + --, -i-i- _ î:^. - 1=0, 
y fy "^ y ».y ^^ y y «* 

C» (û ff O ^ Q Vf f ^ f ^ f i^ 
~s=-.--4- 1 1 1 -»- = 0, 

Z f z • ^ z u z XX y y z z 

(dont les trois de gauche résultent immédiatement de la règle 
de dérivation des fonctions composées, et les trois de droite 
expriment Torthogonalité des trois surfaces coordonnées) et 
d'ajouter membre à membre, après les avoir élevées au carré, 
les trois équations du premier groupe, en ayant égard en même 
temps aux trois équations de Tautre groupe. Il est clair que nous 
obtiendrons de cette façon la formule : 

(2) AÎ»=-AÏ,(j)'-.AÎ*QVAÎaQ*. 

Pour obtenir semblablement Texpression du paramètre du 
second ordre A^w, nous commencerons par rechercher l'expres- 
sion de ce paramètre en particulier pour les trois surfaces 



n Nous faisons usage de nouTeau dans ce travail, pour les dérivées partielles, de la 
notation abrévia(ive, simple et commode, dont nous avons déjà montré l'avantage dans 
nos trois précédents Mémoires, et qui consiste ii supprimer haut et bas la caractéristique d, 
en conservant seulement les exposants dont elle est affectée. Voir pour plus de détails : 
Mémoire sur la théorie de la Courbure des surfaces, pp. 3 3, ou Mémoire sur les Ombilics 
coniques, pp. 3-5, ou encore Mémoire sur l'emploi des Coordonnées curvilignes, etc., 
pp. 2-3 (en note). 
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coordonnées, c*est-à-dire Texpression des trois fonctions A^f, 

A cet effet, nous rappellerons de même trois autres formules 
que nous avons établies dans notre Mémoire sur la théorie de 
la Courbure des surfaces, savoir : en premier lieu, celle qui fait 
eonnaitre la somme des deux courbures principales ^ ^t ^ en 
un point quelconque d*une surface donnée (quantité que nous 
désignions par la lettre H dans ce précédent travail), c*est-à-dire 
la formule suivante (voir § I(, équation (26), page 23, au bas) : 



(3) 



„ « i If. /A.? A.^ A,f\-| 

R, R, A,j> L ^ ^ y « / J 



en second lieu, Texpression des deux courbures principales d*une 
surface appartenant à un système triple orthogonal (formules (59), 
S III, page 70, au bas), savoir : 

... \ . /A.^ i /A.a 

Kl f Ht f> 

et enfin celle qui donne Texpression des dérivées d*une fonction 
de point quelconque tù par rapport à Tune des coordonnées 
curvilignes (formules (S8), § III, même page), et qui s*obtient 
d*ailleurs successivement pour les trois variables cp, ip, tir, par 
une combinaison facile des six équations ci-dessus (1 ), savoir 
pour la coordonnée f en particulier : 

a a a o 

X y z 9 

(A, p, V désignant, comme dans la formule ci-dessus (3), les 
cosinus directeurs de la normale à la surface correspondante). 

Cela posé, ayant remarqué qu'en vertu de cette dernière 
formule, la valeur (3) de H peut s'écrire 



« ^ * ^ Ta ^'^ V 1 ^«? a 

Ri Ri A,î» L ? J ^«f 



/A^ 

f 
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et d'autre part qu'en ajoutant membre à membre les deux 
formules (4) nous obtiendrons pour la même quantité H cette 
autre expression 

(5) H « — H- -- = — A,f 1 — H- = — Al?) . 

Hj H, \ f 9 ' f 

il est clair que la comparaison de ces deux valeurs de H nous 
fournira immédiatement la relation 

ûif — = — Air • 

Ai? f f 

d^OÙ 

Aff . //A|f) /.A|tpA|o\ xAt^^ul 
— •= A|f l = Aiy . 

A|f \ f 9 I f 

et enfin, en multipliant par A^f , 

df \A,^Aia/ / Aiy \ rf?) \Aif AiW 

vAitf'Aio/ 

d / A,f \ 
= Ai,AiM.-.-(^^j. 

En opérant ainsi successivement pour les trois surfaces, nous 
aurons donc tout d*abord les trois expressions demandées, qui 
se déduiront les unes des autres par la permutation circulaire 
des trois variables 9, <p, tir : 

d / Ajf \ 
A,f = A.rAiMia . — ■ . 

df \A|tf'AiC'' 

d I A,^ \ 
A.,-A.A*A.a.-^^. 

A^-=A.,A.^A.a.l(^). 



(6) 



Ce résultat étant acquis pour les trois surfaces coordonnées» 
il est maintenant facile de calculer le même paramèu*e du second 
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ordre pour une fonction de point quelconque tù. Il suffira 
éYÎdomment pour cela de différentier à nouveau, respectivement 
par rapport à x, y, z, les trois égalités de gauche (1), et de les 
ajouter, en ayant égard aux trois autres de droite et aux trois 
dernières expressions que nous venons d*obtenir. 

Pour faire ce calcul commodément, désignons par u Tune 
quelconque des trois coordonnées rectilignes x, y, z; alors 
Tune quelconque des trois équations de gauche (1), qui est avec 
eette notation 

<7) - = -?.^-I^_-, 

u f u il^ u au 

étant différentiée de nouveau par rapport à u, donnera Téquation 

«* « f ' « ^* w o' f d ju\ ^ d /»\ zs d lci\ 
u* f u* ^ u^ ou* uduXfl udu\pl uduKvt/ 

dans laquelle les dérivées ^(^), ^[îj), ^(||, pourront être 
facilement calculées à Taide de la même équation (7), en y 
écrivant simplement à la place de où, d'abord |, puis ^, puis 
enfin ~ : opération qui, si Ton a recours pour en écrire le 
résultat à la notation symbolique dont nous avons fait usage dans 
notre Mémoire sur les Ombilics coniques (*) (Introduction, page 5), 
nous fournira immédiatement les trois expressions suivantes : 



d /«\ u/jaf a \l> azs\\ 

du^fl f \\f U ^u fsuli 

d /ej\ af/of w -f ^^\\ 

du\^l ^ \\f t1 fil CM// 

rf/«\ af/uf wf «a\\ 

du\al zsWfU ^U vsull' 



n Pour le Lecteur qui n'aurait pas ce travail à sa dbposition, nous rappellerons que 
la double parenthèse, affectant le facteur d'un produit ou d'une puissance, signifie pour 
nous que le calcul en étant d'abord effectué, comme s'il s'agissait de quantités ordinaires, 
le résultat devra être interpr<^té après coup, avec l'acception différentielle dont nous 
Bommes convenus. 
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En reportant donc ces valeurs dans l'expression (8), il est 
facile de voir que cette expression deviendra sous forme symbo- 
lique 

ur V 1/ ^ u* a ur Wf u f u u ul I 

étant entendu que Tinterprétation symbolique de la double 
parenthèse ne doit s'appliquer qu'aux dérivées de tù par rapport 
aux coordonnées curvilignes (et non aux dérivées de cp, tp, w\ 
c'est-à-dire en réalité 

u' f tl* ^ </* o M* 

f \W/ <|/ \ll/ O* \W/ «f© M e/ CTî» M M f^UU 



Si maintenant nous supposons que nous ayons récrit cette 
dernière équation trois fois, en prenant pour u successivement 
les trois coordonnées x, y, z, et que nous ayons ajouté membre 
à membre les trois égalités ainsi obtenues, en ayant égard en 
même temps aux trois équations de droite (1), il est clair que 
nous aurons ainsi la formule 



i> W Ci Ci U tO 

(9) A,» = - àff ■+■ - At^ * - àfO -k- —A]f -*- — AJ/' -♦- — Ajer, 
f ^ a f \lf Vf 

OU, en remettant à la place des paramètres A2?» A:^, A^t? leurs 
valeurs (6) que nous venons d'obtenir, et mettant en facteur 
le produit AifAi^Ainr, 



w' Ajf a' Ai'p »' AfO ~j 

f* Ai^Aia ^* AioAi? o* A|fA,^J 
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c'est-à-dire définitivement, sous forme plus simple (*) ; 






(10) 



Dans le cas où les familles de surfaces 9» ^^ w sont toutes 
trois isothermes, si on les suppose rapportées à leurs paramètres 
thermométriques (**), comme Ton aura alors par définition 
Asç = 0, Aa'l = 0, Ajcr = 0, la formule (9) montre que cotte 
même expression se réduira dans ce cas à la forme plus simple, 
complètement analogue à celle (3) déjA rencontrée dans tous 
les cas pour le paramètre du premier ordre A^, 

6? M* «' 

A,« =» Aï? • - -♦- Aî^ . - -^ AJo . -. 

? ^ tar 

qui se rapproche beaucoup plus de la forme originaire relative 
aux coordonnées rectil ignés. 

Notons en passant que les formules (3) et (10) se réduisent 
bien» comme cela devait être pour le cas particulier des coor- 
donnnées rectilignes, aux valeurs de définition 



^'—^h^^-^i)^ ^«— p-,-; 



z^' 



attendu que si Ton fait 9 => x, ^ «=» j^, w=i z, on a, en vertu de 
ces définitions mêmes, A'ç == 1 , AM' = 1 , AJot = \ . 

L*existence des expressions (2) et (10) et la permanence de 
leur forme, quel que soit le système de coordonnées employé, 



(*; La démonstration que nous tenons de donner nous semble à la fois pins courte et 
plus facile que celle de Lamé, rapportée par M. Bertrand dans le tome I de son Traité 
de calcul différentiel et de calcul intégral %% 484-486 (pp. 183-187), et qui remplit 
presqoe quatre pages de cet in-4*. 

(") Pour la définition de cette expression, si Ton en ignore le sens, Toir Lamé, Leçons 
sur les coordonnées curvilignes, S XXI (pp. 31-3S), ou encore notre Mémoire sur la 
théorie de la courbure des surfaces, S IV (pp. 88 in fine et 89). 
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fait prévoir immédiatement Timportance du rôle que ces para- 
mètres différentiels devront jouer dans la Physique Mathéma- 
tique (*). En effet, nous venons de leur reconnaître, relative- 
ment aux dérivées partielles de la fonction de point &) à laquelle 
ils se rapportent, ainsi qu*aux paramètres A|cp, A|^, Aitzr, rela- 
tifs aux trois surfaces coordonnées, et à leurs dérivées, une 
propriété complètement analogue à celle des fonctions que Ton 
nomme Invariants en géométrie analytique, relative aux coeflS- 
cients des équations des courbes ou surfaces auxquelles elles se 
rapportent, analogie telle qu'on pourrait leur attribuer avec 
beaucoup de raison (ainsi que nous nous proposons de le faire 
dans tout ce travail), la dénomination d'Invariant Différentiel^ 
déjà usitée dans la science, laquelle aurait l'avantage de rappeler 
ainsi d'une façon très expressive leur propriété caractéristique. 
Or, sans reconnaître aux fonctions analogues de la géométrie 
une propriété générale qui n'est pas encore démontrée, bien 
qu'on la leur attribue habituellement, et pour baser exclusivement 
le rapprochement que nous voulons faire ressortir sur un exemple 
certain emprunté à une autorité incontestée (**), nous dirons 
que de même que toutes les relations permanentes (c'est-à- 
dire indépendantes du choix des axes coordonnés), qui existeront 
entre diverses courbes ou surfaces du second ordre, ne pourront 
être exprimées analytiquement que par certaines relations entre 
les invariants des courbes ou des surfaces considérées, de même 
toute loi physique, relative aux variations d'état d'un milieu 
continu, supposé homogène et isotrope (***), états qu'on peut 



(*) Nous tentons dans les deux aliénas qui vont suivre de donner, non pas une 
démonstration rigoureuse et détaillée, comme le fait Caucby dans ses Exercices de 
Physique Mathématique (tome 1, pp. 407-115), mais une simple explication sommaire 
et intuitive, basée sur une vue d'ensemble forcément moins précise, d'un fait analytique 
extrêmement remarquable que Lamé constate à plusieurs reprises, mais dont il n'indique 
nulle part, fût-ce par un seul mot, la raison d'être. 

f *) Salmon, Leçons d'Algèbre Supérieure (Traduction française de Bazin), SS 188 
(p. 909) et 904 ip. 323). 

(***) Nous empruntons cette locution à la théorie de la Lumière, pour désigner un corps 
dont toutes les propriétés, de quelque nature qu'elles soient, sont caractérisées par des 
coeflScients qui conservent la même valeur |H>ur toutes les directions possibles, tout 
autour d'un même point. 
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supposer représentés par une certaine fonction de point (tempé- 
rature, dilatation, réactions moléculaires» etc....)» étant par sa 
nature essentiellement indépendante du système de coordonnées 
supposé employé pour Tétudier, ne pourra être dès lors qu^une 
certaine relation entre des invariants différentiels de la fonction 
de point considérée, c*est-à-dire des fonctions jouissant de la 
propriété caractéristique que nous venons de reconnaître aux 
deux paramètres A,» et Ajw (*). 

Si, de plus, on réfléchit que dans Tévaluation de la plupart 
des phénomènes physiques, et dans le calcul à cet effet des 
accroissements Agd de la fonction de point qui caractérise chaque 
phénomène, on néglige en général les puissances des accroisse- 
mcnis des coordonnées supérieures à la seconde, de manière 
que leur expression ne renferme plus alors que les dérivées 
partielles du premier et du second ordre de la fonction gd. 
Ton voit ainsi que toutes les fois que Texpression de la loi phy- 
sique élémentaire, relative au phénomène en question, sera' 
linéaire par rapport au susdit accroissement Aoo (ce qui sera le 
cas le plus fréquent), Téquation aux dérivées partielles qui régira 
le phénomène ne pourra être dès lors qu*une relation entre des 
invariants différentiels linéaires du premier et du second ordre 
seulement, parmi lesquels Tinvariant AfO), en supposant qu*il ne 
soit pas le seul (ce qui semble très probable) est assurément Tun 
des plus simples (**); et par suite il n*y a plus lieu des^étonner 



(') La conyenance de l'introdaction de cette dénomination nouvelle étant ainsi ample- 
ment justifiée au point de Tue théorique, une autre considération d'ordre pratique nous 
en impose en quelque sorte l'emploi dans tout le cours de ce Mémoire, ï la place de celles 
introduites originairement par Lamé, dont nous avions fait usage jusqu'ici, vu le retour 
incessamment répété tout au long de cette théorie, dans nos raisonnements et nos calculs, 
de quantités de cette espèce, simultanément avec les paramètres f , <^, c des trois surfaces 
coordonnées ou d'autres familles de surfaces; car celte coexistence nous obligerait dès 
lors, sous peine de créer la confusion, à adjoindre ii chaque fois aux paramètres Ai et Ai 
l'épithète de différentiels, qui complique et embarrasse le discours, tandis que nous 
éviterons cet inconvénient en adoptant la dénomination d'invar^an/ qui ne saurait au 
contraire douner naissance k aucune ambiguïté. 

p) Ce simple aperçu suffit à faire comprendre, comme nous le voulions, la nécessité 
du fait qu'il s'agissait d'expliquer, mais la conclusion des considérations développées 
ci-dessus est rigoureusement établie par Cauchy, lequel démontre dans l'article déjà 
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de la fréquence avec laquelle on le voit apparaître sans cesse dans 
l'expression des principales lois de la Physique Mathématique. II 
nous suffira, dans ce domaine, de citer comme exemples» avec 
Lamé, en nous bornant aux plus simples, les quatre équations 

(li) A,c: = 0, A,« = *'^, A,« = i*^, A,(A,«^ = 0, 

qui régissent successivement le potentiel dans la théorie de 
rÉIeciricité, la température d*un milieu homogène et isotrope 
dans la théorie de la Chaleur (comme nous allons le montrer 
tout à Theure), enGn les vibrations d*un fluide compressible, 
ainsi que la dilatation en un point quelconque d*un milieu iso- 
trope, dans la théorie générale de FÉlasticité. 

Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées regti- 
* lignes. — Ces préliminaires étant admis, deux procédés différents 
s'offrent à nous pour arriver à former 1 équation aux dérivées 
partielles qui régit la température des divers points d*un corps, 
supposés rapportés à un système de coordonnées quelconques. 
Nous pourrons, en premier lieu, chercher à former directement 
cette équation dans le système des coordonnées planes ou reeti- 
lignes, avec lequel on est généralement le plus familiarisé, et en 
supposant que nous ayons obtenu cette équation, la transformer 
ensuite en coordonnées curvilignes quelconques, à Taide des 



cité par la note de la page précédente (voir Exerc. de Phys. Math,, tome I, p. 144, 
au bas, théor. S), que, pour conserver à la fois une forme et une valeur indépendantes 
de la direction des axes coordonnés, toute fonction linéaire des dérivées de tous ordres 
d'une fonction » doit nécessairement se réduire ii une fonction entière (symbolique) 
de à^toj c'est-à-dire à une expression de la forme : 






t A„ désignant une simple constante : proposition qui n'est que la géné- 
un ordre de dérivées quelconque, de la propriété que nous attribuons 
»able au second invariant à^ considéré par Lamé. 
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formules relatives à cette théorie, que nous avons démontrées 
dans le précédent travail déjà cité. Nous pourrons, en second 
lieu, chercher è établir immédiatement cette même équation 
dans le système le plus général de coordonnées orthogonales, à 
Taide de raisonnements basés sur la considération directe des 
surfaces coordonnées qui composent ce système. Nous allons 
passer en revue successivement ces deux modes de traiter la 
question précitée (*). 

La démonstration que nous proposons pour cet objet sera, 



(*) Pour la formation de cette équation, qu'il s'agisse de coordonnées planes ou cur?i- 
lignes {Leçons sur les fonctions inverses des transcendantes (1857), § CX.LVI ettegu. 
pp. 498-i04); Leçons sur les coordonnées curvilignes ii859), § X.VI (pp. 35-27;; Leçon» 
sur la théorie analytique de la chaleur (1861), S XIX. (pp. ^-29), Lamé ne fait que 
reproduire, en l'adaptant au système de coordonnées envisagé, le mode de raisonnement 
du créateur de la théorie mathématique du mouvement de la Chaleur, l'illustre Fourier, 
lequel avait résolu la question, en transportant, pour ainsi dire, sans aucun changement 
quant au fond, de l'Hydrodynamique dans l'étude de la température, le raisonnement 
à l'aide duquel Euler et Bemouilli avaient établi l'équation dite de continuité, qui 
complète, avec les trois équations fournies par le théorème de d'Alembert et l'équation 
de définition l'elative à la nature du fluide, les cinq équations nécessaires pour la déter- 
mination du mouTement de ce même fluide. Ce raisonnement, emprunté à une époque 
où les géomètres, tout en faisant un usage constant des infiniment petits, n'avaient pas 
encore cependant une idée bien nette de leur signification réelle et des conditions exactes 
de leur emploi, consiste, comme l'on sait, à évaluer par deux modes différents la quantité 
de matière en question (fluide ou ehaleur) qui vient accroître, pendant un élément de 
temps, celle déjà contenue dans un parallélipipède infiniment petit suivant ses trois 
dimensions, quantité que l'on peut regarder par conséquent comme l'excès de la quantité 
similaire entrée dans le parallélipipède par trois faces non parallèles, sur la quantité 
sortie de même par les faces parallèles correspondantes. Nous n'apprendrons rien au 
Lecteur en rappelant que ce même raisonnement présente un vice capital, quant au mode 
d'emploi des infiniment petits, en ce que les trois arêtes de ce parallélipipède étant 
supposées essentiellement du même ordre infinitésimal, on évalue, chaque fois qu'il en 
est besoin, l'accroissement d'une fonction de point, considérée dans l'étendue d'une 
certaine face, en tenant compte de sa variation suivant la direction normale à la face, 
et négligeant arbitrairement ses variations suivant les directions parallèles à la même 
lace, ce qui est complètement illégitime, du moment que les accroissements des variables 
correspondant à ces deux dernières directions sont entièrement comparables à celui de 
la yariable correspondant à la première. Cette faute répétée trois fois (pour chaque couple 
de faces parallèles) enlève toute valeur démonstrative au raisonnement et impose l'obli- 
gation absolue, tout au moins pour l'Enseignement, de reprendre à nouveau la question 
et de la traiter cette fois conformément aux principes rigoureux sur lesquels repose, dans 
la Science actuelle, la méthode infinitésimale, principes aussi clairs, aussi précis, et aussi 
inflexibles, depuis Cauchy et Duhamel, que n'importe quelle proposition de la géo- 
métrie d'Euclide 
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dans uo cas comme dans Pautre, basée tout entière sur un 
Lemme ou proposition préliminaire que beaucoup de bons 
esprits seront tentés sans doute d'admettre comme évident, mais 
qu*en vue d*une complète rigueur nous voulons commencer par 
meinre à Fabri de toute coniesuition. 

LEM ME. « V étant supposé désigner une fonction déterminée de 
» trois coordonnées quelconques x, y, z, si ftiitégrafe /y^ Vdxdydz 
» reste constamment nulle, quel que soit le volume à l'intérieur 
» duquel on calcule cette intégrale, la fonction V est nécessaire- 
• ment identiquement nulle. • 

En effet, imaginons tout d*abord que x, y, z, désignent des 
coordonnées rectilignes» et supposons qu*une certaine fonction V 
remplisse la condition que nous venons de dire. Considérons 
une portion déterminée de lespace, arbitrairement choisie d'ail- 
leurs, que nous désignerons par (S). Ce volume se composera 
exclusivement, dans Thypothèse la plus générale : l"" de portions 
pour lesquelles la fonction V est positive, dont Tensemble, con- 
tinu ou discontinu, forme une portion nettement délimitée de 
Tespace, que nous représenterons par (S'); ^ d'autres portions 
pour lesquelles la fonction V est négative, et dont l'ensemble 
constitue un autre volume déterminé de forme et de position 
que nous appellerons (S''); 3** enfin d'autres portions, pour 
lesquelles cette même fonction est nulle, et dont nous désigne- 
rons l'ensemble par (S'")» définitions que l'on pourra symboliser 
pour plus de netteté par l'égalité : (S) = (S') -4- (S") -i- (S'"). 

Considérons d'abord la première portion (S') seulement. Par 
hypothèse l'intégrale j^yÇTVdxdydjj, effectuée'à l'intérieur de 
ce volume en particulier, est nulle d'une part, l'élément de l'in- 
tégrale restant constamment positif d'autre part, ce qui implique 
contradiction. La portion (S') n'existe|donc pas dans le volume (S). 
On verrait exactement de la même façon que ce volume ne sau- 
rait renfermer de portion (S"), et par conséquent il se réduit 
exclusivement à la portion (S'"), c'est-à-dire que de quelque 
façon qu'ait été choisi ce volume (S), la fonction V est néees- 
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sairement nulle en tous ses points, ce qui justifie la proposition 
énoncée (*). 

Cette proposition étant établie dans Thypothèse où x, y, z 
représentent trois coordonnées rectilignes, subsistera nécessai- 
rement lorsque l'on supposera que ces mêmes variables repré- 
sentent trois coordonnées quelconques; car si Ton désigne alors 
par x', y' y z\ trois coordonnées rectilignes, Tintégrale proposée 
pourra, en changeant de variables, être ramenée à la forme 
jyj^V %dx' dy' dz\ 8 désignant le déterminant fonctionnel des 
anciennes coordonnées x, y, z, par rapport aux nouvelles x', y\ z\ 
lequel ne pourra être nul quels que soient x', j/', z\ puisque 
les trois coordonnées x, y, z sont des variables essentiellement 
indépendantes entre elles. Dès lors, le produit Ve étant identi- 
quement nul, en vertu de la proposition démontrée pour les 
coordonnées rectilignes, il faudra nécessairement qu'il en soit de 
même encore de la fonction V. 

Rappelons maintenant en quelques mots la loi physique de la 
propagation de la chaleur par conductibilité, qui sert de point 



n II est clair, d'après les termes mêmes de notre énoncé, que l'existence de ce Lemme 
et par suite son application sont subordonnées à cette condition que le symbole 
ffj V dxdydz puisse être considéré a priori comme ayant une signification (selon les 
tennes de la définition habituelle) dans toute l'étendue d'un volume déterminé (S) ou, ce 
qui revient au même, que la fonction V puisse être considérée comme continue dans toute 
l'étendue de ce même volume. Mais cette condition qui, dans le champ général de l'Ana- 
lyse pure, constituerait une restriction notable, n'en n'est pas une à proprement parler 
sur le terrain limité de la Physique Mathématique, en vue duquel nous formulons cette 
proposition et auquel nous entendons borner son application, et cela pour une double 
raison : an fond, parce que toutes les fonctions telles que V que l'on y considère sont 
supposées précisément a priori remplir la condition exigée. (Voir Lamé, Leçons sur la 
Théorie analytique de la Chaleur, §§ XII et XIV, pp. il et 19); et, en fait, parce que cha- 
cune des intégrales triples envisagées représentera le plus souvent une quantité concrète 
d'une nature déterminée (masse, moment d'inertie, force vive, potentiel, quantité de cha- 
leur, etc.) directement mesurable par l'expérience (au moins en théorie), et offrira par 
conséquent une signification précise, à savoir la grandeur de la quantité représentée. 

Ayant ainsi nettement circonscrit le terrain que nous attribuons à l'avance à la portée 
et i l'usage certain de ce Lemme, nous pensons qu'il n'y a pas lieu dès lors de se préoc- 
cuper des divers cas d'exception pour lesquels il pourrait se trouver en défaut dans le 
domaine de l'Analyse pure, en raison de l'absence de continuité de la fonction V, ou de 
tout autre motif de quelque genre que ce soit. 

XIII. 9 
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de départ è cette théorie, et que Ton trouve dans quelques auteurs 
désignée sous le nom de Loi du Mur, Pour plus de précision 
dans les calculs qui vont suivre, nous la formulerons explicite- 
ment de la façon suivante : 

Loi de la conductibilité. « Étant donné un mur indéfini^ ou 
» milieu homogène à faces parallèles, d'épaisseur E, séparant 
» dans Vespace deux portions que nous distinguerons par les 
» indices 4 et 2, si Von suppose ses deux faces entretenues aux 
» deux températures constantes 0| et 9, , la quantité ou flux de 
» chaleur q, qui traversera dans le temps T une aire Q de ce 
» mur, en passant de la face chaude à la face froide, aura pour 
» expression 

(12) ^=^(0. -«,)T ou ^=:L.(a,_tf,)T, 

» suivant que l'on supposera 0| > 63 ou 0^ > 0,, Q étant un coeffi^ 

» dent constant qui a reçu le nom de conductibilité (*), et dont 

» la signification physique résulte de cette formule elle-même, 

» par le fait qu'il représente la valeur particulière de la quantité 

» q, lorsque l'on y suppose toutes les autres données égales à 

» l'unité, » 

Au lieu d'avoir ainsi à tenir compte de deux formules diffé- 
rentes suivant le cas, si Ton convient, pour plus de simplicité, 
d'attribuer un signe à ce flux de chaleur, on pourra dans tous 
les cas ne garder que la première seulement de ces deux expres- 
sions qui ne diffèrent que par le signe, étant entendu alors que 
le signe de cette expression spécifiera le sens du flux, c*est-à-dire 
que le mouvement de la chaleur aura lieu de la face 1 vers 



(*) Notre but, dans ce premier chapitre de notre travail, n'étant nullement en réalité 
l'exposition, selon la Science actuelle, d'une théorie de Physique Mathématique, mais 
simplement rétablissement de l'équation dite deVÊquilibre de température, sur laquelle 
repose expressément la définition des famillex isothermes de •urfacen, nous laissons de 
c6té le cas général de la Nature, à saToir celui de la conductibilité variable avee la direction 
autour d'un môme point, pour nous restreindre à l'hypothèse d'un corps isotrope on de la 
conductibilité constante qui seule donne naissance à la forme caractéristique de l'équation 
précitée. 
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la face % ou en sens contraire, suivant que cette première 
expression sera positive ou négative. — Telle est la convention 
expresse que nous adopterons pour tout le calcul qui va suivre. 
La loi que nous venons de rappeler étant établie par Texpé- 
rience pour des quantités finies quelconques, s'appliquera encore 
par conséquent à des quantités infiniment petites quelconques, 
et pourra dès lors fournir Texpression de la quantité de chaleur 
qui traverse, dans un élément de temps di, un élément infini- 
ment petit quelconque gd d*une couche infiniment mince, isolée 
arbitrairement par la pensée au sein d*un corps ou milieu 
homogène, supposé soumis à Faction de sources constantes de 
froid ou de chaleur. En eiïet, la couche en question étant ima- 
ginée comme comprise entre deux surfaces infiniment voisines 
d'une même famille, si dN représente l'élément de normale, 
correspondant à Pélément de surface a>, compris entre ces 
deux surfaces, ou, ce qui est la même chose, l'épaisseur de la 
couche en ce point, 6 la fonction de x, y, z, qui représente la 
température en un point quelconque du milieu, et iQ Taccrois- 
sement que reçoit cette fonction en s'avançant sur la normale de 
félément diV, la couche envisagée se confondant dans l'étendue 
de l'élément d'aire (ù avec un mur de même épaisseur dN, 
compris entre les plans tangents aux deux surfaces, la première 
formule (12) nous donnera pour l'expression de la quantité de 
chaleur en question 

et d'après nqs conventions ci-dessus, suivant que cette dernière 
expression aiïectcra ime valeur positive ou négative, le mouve- 
ment de la chaleur aura lieu de la première surface vers la 
seconde, c'est-à-dire dans le sens où est compté l'élément de 
normale dN, ou en sens contraire; ce qui revient encore i dire, 
si l'on convient expressément de compter cet élément suivant la 
normale intérieure^ que les valeurs positives correspondront aux 
flux de chaleur qui rentreront dans la surface, et les valeurs 
négatives à ceux qui en sortiront. 
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Ces préliminaires établis, Tesprit de notre dénionstration con- 
sistera à évaluer par deux modes différents la quantité totale dont 
s*aecroit, dans un élément de temps dt^ la quantité de chaleur 
déjà existante à Tintéricur d*un volume fixe, arbitrairement 
choisi au sein du milieu homogène proposé, supposé soumis à 
Faction de sources constantes de froid ou de chaleur. Si Ton 
désigne par p la densité du milieu, par c son calorifique spécifique 
sous volume constant, Télément de masse cfm «= p dxdydz acqué- 
rant dans le temps dt une quantité de chaleur (positive ou 
négative) c^rfm ^^ dt, il est clair que la quantité totalede chaleur, 
gagnée dans le même temps par la masse tout entière renfermée 
dans le volume considéré, aura pour première expression 

(14) 1^ cgdm - di '=^ f f f cgodxdydz j^di, 

la sommation i3 représentant, pour abréger récriture, Tinté- 
grale triple étendue à tout le volume considéré. 

D'autre part, chaque élément gd de la surface qui limite le 
volume considéré étant traversé par un flux de chaleur exprimé 
par la formule (13), dans le sens de l'élément de normale inté- 
rieure dN, ou en sens contraire, suivant que cette expression 
sera positive ou négative, il est clair que la somme algébrique 
2 ( — Qû) ^^ rf() de tous ces différents flux, correspondant à tous 
les éléments gd de cette surface, représentera bien Pexcès de la 
somme des flux entrés dans la surface, ou des gains de chaleur, 
sur celle des flux sortis pendant le même temps, ou des pertes 
simultanées, c'est-à-dire en définitive la quantité totale de chaleur 
gagnée, pendant ce temps dt^ par la masse renfermée à l'intérieur 
du volume considéré. Si donc nous désignons par a, ^, y les 
cosinus directeurs de la normale intérieure de cette surface 
correspondant à l'élément gd, ayant par définition à la fois 

d 

X y z 

et 

^x = (îN ces a, $y = ^N cos 6, $z = ^N ces r » 
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17. 



d'où, par suite, 

âe ô . ^ - 
(iS) — = - cos a -4- -cos 6 H cos y; 



$ 

— ( 

y 



celle seconde expression de la quanlilé de chaleur considérée 
pourra se mettre sous la forme 

Qa — dt = — > Q(u - cos a -♦- - cos ê -H - cosy dt, 
^ ' <^N ^ \x y z I 

la sommation 2 s étendant à tous les éléments « de la surface 
envisagée, et c'est en égalant celte seconde expression (1 6) à la 
première (14), que nous obtiendrons précisément Téquation 
demandée. 

A cet effet, nous commencerons par mettre celle seconde 
expression, ainsi que Test déjà la première, sous la forme d'une 
intégrale triple étendue à tout le volume en question, à l'aide 

d'u|i procédé de transformation, 
1res fréquemment usité depuis le 
célèbre Mémoire de George Green 
sur la Théorie mathématique de 
rÉIectricilé (*). 

Dans ce but, ayant décomposé 
la somme (16) en trois sommes 
partielles, correspondant à chacun 
des termes de la parenthèse, pour 
évaluer le premier de ces termes, 
à savoir — 2Q«^cosad(, nous 
envisagerons séparément les deux 
portions de la surface séparées par 
la courbe de contour apparent 
SqSo relative au cylindre proje- 
tant sur le plan 2/z, cylindre dont les génératrices sont parallèles 
à Taxe des x; et nous désignerons respectivement par w,, a,, 6,, y, 




{*) An Bssay on ihe Application of maihemaiical Analysis to the Théories of Elee- 
trieity and MagnetUm (Nottingham, 1838); oa bien Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 73, 
ett.XLIV,p.386. 
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et Mj, «2, 6j, ^2» 'es valeurs de w, «, 6, y, correspondant à deux 
éléments de surface, empruntés successivement à Tune et à 
Pautre de ces deux portions, et situés de plus par hypothèse sur 
une même parallèle PQ à Taxe des x. La forme et l'étendue de 
chacun de ces éléments étant d ailleurs entièrement arbitraires, 
on peut imaginer d'une part que ces deux éléments se recou- 
vrent exactement en projection sur le plan des yz, et d'autre part 
que cette projection commune soit précisément le rectangle infi- 
nitésimal dydz^ de telle sorte que Ton aura alors en grandeur 
et en signe 

w, cos a^ = (lydz , et «, ces (1 80* — a») = dydz , 
11 
u^ cos oj e=* — d(jdz , 

car la courbe de contour apparent, tout le long de laquelle 
l'angle a est droit, sépare évidemment les deux parties de la 
surface dans lesquelles le même angle a est aigu pour Tune et 
obtus pour l'autre (*). Par conséquent, en désignant de même 
par 2| et Zj deux sommations relatives à chacune des deux 
portions de la surface, le terme que nous nous proposons de 
calculer pourra s'écrire successivement 

— 2 Q« - cos oLdt=^ — Qdt 12 ( - 1 «I cos a, -+- y ( - 1 oj cos a, I 

— «"'[^ii), ■"" -2(;).H 



(*} Les termes de ce raisonnement, pris au pied de la lettre, supposent, pour plus de 
simplicité, que chaque parallèle à l'axe des j; ne perce la surface fermée du volume con- 
sidéré qu'en deux points seulement; mais le nombre de ces points étant toujours nécessai- 
rement pair (sauf dans le cas où deux d'entre eux viennent à se confondre en un seul, 
c'est-à-dire lorsque cette même droite rencontre le contour apparent), on reconnaît de 
suite que ces mêmes raisonnements subsistent isolément pour chaque couple des deux 
points d'entrée et de sortie de la droite par rapport au volume en question. Voir, au reste, 
pour plus de détails, si Ton en désire, Jobd an, Cour; d'Analyse de l'École polytechnique, 
t. II, §200, p. 302. 
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Dès lors, 80D8 celte forme, les deux dernières sommeis partielles 
2| et Z, étant relatives tontes deux au même élément dydz^ et 
s*étendant à la même portion du plan yz^ à savoir Taire renfermée 
à riniérieur du cylindre projetant circonscrit à la surface ou de 
la projection du contour apparent sur ce plan, pourront évidem- 
ment être remplacées Tune et Tautre par une intégrale double 
étendue à la même aire, intégrales dont la différence équivaudra 
elle-même à ime intégrale triple étendue à tout le volume consi- 
déré, transformations que Ton peut indiquer alors par les 
égalités suivantes : 

-2o"i""'"-«*//'[L-),-(i),]''»'" 

= Qrf( /// \dxdydz. 

On trouverait exactement de même, en considérant successi- 
vement le cylindre projetant sur le plan des jzx, puis sur celui 
des xj/, 

— 2 Q« - cos 6 dl = Qdt 111 — djdydzy 

— 2 Q« - ces rdt «= Qdt jCj \ dj^ydz, 

rintégrale triple étant toujours étendue à tout le volume consi- 
déré; de telle sorte qu'en ajoutant membre h membre ces trois 
dernières égalités, nous aurons, en déflniiive, pour expression de 
la somme (16) 

Q« -- (/( oa — 2 Q^ ( - COS a -H - C08 6 -+- - CCS r rf( 

^N ^ \x y z I 

= Qdt f ffv-^ -^ -î -*- ^-\^^^^àz = rrr^ùit^ dxdydzdl. 

Égalant donc celte dernière expression à la première (14) de 
la même quantité de chaleur, nous obtiendrons Tégalité 

// / ^^^ T ^*^y^^^' = // / ^^*^ dxdydzdty 
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ou, en noQS souvenant que les deux intégrales sont prises toutes 
deux à rintérieur du ménie volume, 

Cette intégrale devant ainsi être nulle, quel que soit le volume 
arbitrairement choisi auquel on Tétend, il s'ensuit, daprès le 
Lemme démontré en commençant, que la fonction entre paren- 
thèses sera identiquement nulle, lorsque Ton y supposera remise 
h la place de 6 la fonction de x, y et z, qui représente la tempé- 
rature en chaque point du corps, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
que cette même fonction 6 vérifiera Téquation aux dérivées 
partielles 

de de 

(!7) A,8 — A — = 0, ou ^^ = k—^ 

en convenant de désigner par k le rapport constant fc = ^. 

Telle est donc l'équation aux dérivées partielles du second 
ordre qui régit la température dans un milieu homogène et 
isotrope. Il reste bien encore, à la vérité, pour que le problème 
soit complètement déHni, à montrer par quel genre de consi- 
dérations seront déterminées, dans chaque cas particulier, les 
deux fonctions arbitraires qui entreront nécessairement dans 
l'intégrale générale de cette équation du second ordre linéaire et 
à coefficients constants; mais ce dernier point étant en réalité 
sans intérêt pour la théorie analytique que nous avons en vue 
comme but principal de ce travail, savoir, la recherche générale 
des familles isothermes de surfaces, susceptibles de faire partie 
d'un système triple orthogonal, nous ne croyons pas devoir nous 
y arrêter dans le corps proprement dit de ce Mémoire (*). 



C) Pour le cas néanmoins où le Lecteur estimcrail (non sans quelque raison) que dans 

l'Enseignement une question, quelle qu'elle soit, ne doit être abordée qu'à la condition 

d'être ensuite traitée complètement, voici les données sur lesquelles repose la définition 

xacte du problème actuel, analogues, par suite, à celles des coordonnées et des vitesses 

aies pour les problèmes de Mécanique. 
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Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées curvi- 
lignes. — Revenons maintenant à la question générale que nous 
nous étions posée, à savoir la recherche de Téq nation du même 
problème dans un système de coordonnées quelconques. 

Une première voie, avons-nous dît, s'offre à nous pour y 
arriver, qui consistera à profiter simplement, en les rapprochant, 
des résultats établis dans les deux paragraphes précédents. En 
effet, Féquation générale demandée étant Téquation (17) dans le 
système particulier des coordonnées planes ou reetilignes, et la 
formule (10) nous fournissant d'ailleurs l'expression du second 
invariant différentiel A2O dans un système de coordonnées cur- 
vilignes quelconques, il s'ensuit immédiatement, en comparant 



Les fonctions arbitraires, introduites par l'intégration de cette équation linéaire, seront 
déterminées par deux ordres de considérations distinctes : 

io Par celle de l'état initial du corps, c'est-à-dire par la condition que la fonction se 
réduise, pour « = 0, à une fonction donnée arbitrairement Bo^f(x,y,z\ qui repré- 
sentera la température en un point quelconque du corps, à un instant parlicnlier pris 
pour origine du temps; 

2* Par la considération des conditiont aux limitei qui, contrairement à la précédente, 
doitent être satisfaites à tout instant pour certains points particuliers seulement, à savoir 
ceux de la surface qui limite le corps, et qui sont imposées, soit exclusivement, pour la 
totalité de cette surface, par l'une ou l'autre des deux considérations suivantes, soit 
simultanément, pour parties de cette surface, par l'une ou l'autre de ces considérations, 
savoir: 

a) Par l'obligation d'une température déterminée et invariable avec le temps, en chaque 
point de la surface totale ou partielle du corps, si on le suppose plongé en tout ou en 
partie dans un milieu dont on puisse regarder la masse comme infinie par rapport à la 
sienne, milieu qui, dès lors, imposera au corps sa température propre, en chacun des 
points de son contact avec lui. Dans ce cas, si F (x, y, s) « représente la surface qui 
limite le corps, la fonction cherchée 6 sera astreinte à aflfecler, quel que soit t, pour toutes 
les valeurs de x, y et », qui vérifient cette équation, les mêmes valeurs, que la fonction 
arbitrairement donnée 9 {x, y, s), qui exprimera la température fixe du milieu dans lequel 
on suppose le corps plongé en chacun des points de contact de leurs deux surfaces; 

b) Par la loi physique du Rayonnement, si l'on suppose, au contraire, le corps isolé sur 
tout ou partie de sa surface, et rayonnant dès brs, soit dans l'espace infini, soit dans une 
enceinte à température constante et uniforme. Dans cette seconde hypothèse, la loi 
connue du Rayonnement exigera que le flux de chaleur, qui traverse dans le temps dt un 
élément de la surface du corps, soit égal à adt, multiplié par une nouvelle constante e, 
appelée Pouvoir émixsif, et par l'excès de la température du corps relative à cet élément 
sur la température constante du vide ou de l'enceinte; c'est-à-dire, par conséquent, si l'on 
convient de prendre pour zéro cette température fixe et uniforme de l'enceinte, que ce 
flux de chaleur sera exprimé par le produit edudt. L'expression de ce même flux étant 
d'ailleurs également fournie par la formule générale (i3 , dans laquelle le rapport ou 
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ces deux formules, et divisant alors les deux membres de Téqua- 
tion ainsi obtenue par le produit Aif At^ A|tir, que Téquation 
cherchée sera dans le système le plus général de coordonnées 
orthogonales 

</f \A|^A|Crç>/ d^\âi^Jsà^f ^ I rfcr \A|?A|^ o/ A|f A|^A|Cr d(' 

équation aux dérivées partielles, encore linéaire et du second 
ordre, mais non plus à coefficients constants comme dans le cas 
des coordonnées rectilignes, et dont l'intégration introduira 
semblablement dans Texpression de 6 certaines fonctions arbi- 
traires, que Ion déterminera par les mêmes considérations que 



dérivée géométrique ^ a la taleur (15) (sauf qull faut entendre alors que oc, g, y sont 
relatifs à la normale extérieure), on de? ra donc avoir ainsi, pour tons les points de la 
surface du corps, la condition 

/e e \ 

— Q« (-co8«-»- -co8^-t--co8y <f/ = f 0«rf/ 
\x y z I 

ou, en divisant par QaBdt, et désignant par K le rapport constant K « ^, 

— cosaH cos^H — cosy-4-K = 0. 

X y X 

Dans cette nouvelle hypothèse il faudra donc que pour tous les points de la sur&ce 
du corps F [X, y, s) «> seulement, pour lesquels on aura 

1 P ^ < F » ^ ^ 

cos« = db— --, costfaair— - -, cosr=3:— 7;-t 
à,Fx A, F y A,Pz 

la fonction 6, en outre de l'équation générale du second ordre (i7), satisfasse encore 
à l'équation aux Umitet, du premier ordre, 



db 



1 /F/0 F/0 F/0\ ^ ^ 
AjK \xx y y z zj 



ou, ce qui est la môme chose, en multipliant par 1: A|F, puis remplaçant ceUc quantité 
par sa valeur de définition, 

le signe qu il faudra prendre devant le dernier terme pour chaque point de la surface 
étant celui qui convient k la normale extérieure en ce point. 
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nous avons expliquées pour le cas précédent, dans la note de la 
pageaOC). 

Un second mode, plus intéressant et plus fécond, de résoudre 



n Ces considérations seront donc encore celles de l'état initial, et des conditions aax 
limites. 

Quant an premier de ces points de me, la fonction sera astreinte alors k se réduire, 
pour i»0, i la fonction arbitrairement donnée 6o«=s/(f, ^, o), qui caractérisera l'état 
initia] du corps dans le système de coordonnées envisagé; et quant au second, il faudra 
que pour tous les points de la surface du corps, c'est-i-dire pour toutes les valeurs 
de f , ^, a qui satisferont k l'équation ^{ç, ^, a) = de cette surface (la fonction ^ 
procédant de la fonction F (jt, y, s) envisagée tout à l'heure par la simple transformation 
des coordonnéesS il faudra, disons-nous, que la fonction 6, quel que soit t, ou bien prenne 
la même valeur qu'une fonction arbitrairement donnée de f, <^, o, caractérisant l'état d'un 
■ilien ambiant, ou bien satisfasse à l'équatiim aui dérivées partielles du premier ordre 
impoaée par la loi du Ra3ronnement, c'est-à-dire à l'équation (A) de la note précédente 
(page SS), supposée transformée dans le système de coordonnées considéré. 

Pour effectuer d'ailleurs cette transformation, il suffira d'observer que si U désigne 
pour un instant l'une quelconque des deux fonctions F ou IB, dont les dérivées figurent 
seules au premier membre de cette équation, et u l'une quelconque des trois coordonnées 
reclilignes, on aura évidemment 

U U f Ut// u CT 

- = h- --4 , 

Il f U ^ U a u 

en sorte que F (i*, y, z) et f (f, ^, o) représentant par hypothèse la même fonction expri- 
mée successivement dans les deux systèmes de coordonnées, l'équation en question (A), 
équivaudra alors k la suivante : 

/^ ^ H- ^ -+-'?' -U- - H- ---+.- -1 

\f X if X Vf xj\f X if X ts xj 
\? y * y ^ yl\f y f y o yj 

\f X il z fS Zl\p z if z 13 zj 

laquelle, en développant, et ayant égard simultanément aux six équations 'i) et k la 
formule {%, se réduira simplement k 

^ IB ^ IB g /e 



zbK 



[•"(!)• -»(!)■ -H')"]'-"- 



Pour résoudre le problème k l'aide des équations (48) et (B) (ou de la première seule, 
avec la condition Bo^fif, if, o), suivant les hypothèses que nous venons de distinguer), 
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la même question s'offre également à nous, qui consiste, celui-là, 
à reprendre à nouveau, immédiatement avec le système de 
coordonnées définitif, mais en ayant soin de les calquer en 
quelque sorte pour les adapter à ce système, les procédés et les 
raisonnements dont nous venons de faire usage pour traiter la 
même question, à Taide de Tinstrument classique des coordon- 
nées rectilignes. Nous nous trouverons ainsi conduits tout natu- 
rellement à formuler la démonstration suivante. 

L'élément de volume étant à présent le petit parallélipipède 
curviligne découpé par trois couples de surfaces infiniment 
voisines deux à deux, appartenant chacun à Tune des trois 

il faudra nécessairement exprimer tout d'abord les trois invariants A|^, Ai^, Afcr qui 
figurent dans ces équations à l'aide des coordonnées curvilignes f, '^, cr elles-mêmes, ce 
qui se fera, soit eu résolvant les équations de définition du système coordonné, savoir 

(C) f {X, «y, z =zf, ^ {x, y, s)— ^, nr {x, y, z) = o, 
par rapport aux variables x, y, z et remettant alors les valeurs ainsi obtenues 

(D) ir = A(jp,4' p). .V = /',(p.^,t3r), 2 = /■,(?, '^'.tï), 

dans les expressions résultant des précédentes (C), d'après la définition du symbole ^t, 

-=(3"-er-(T)' -e)'-f;)'*(^)' 

soit plus simplement, en calculant immédiatement à l'aide de ces mêmes valeurs fD) les 
antres expressions inverses des précédentes, savoir : 

--(;)"-Q'-(=)'' 

en vertu de formules très connues que l'on trouve dans la plupart des traités d'analyse 
et dont nous rappelons également la démonstration dans notre Mémoire êur l'emploi det 
Coordonnées curvilignes dans les problèmes de Mécanique (équations (18). page 48 
et (8), page 14), puis en en déduisant enfin les valeurs des invariants demandés. Par ce 
moyen les deux équations (i8) et (B) seront bien alors deux équations linéaires aux 
dérivées partielles, l'une du second et l'autre du premier ordre entre la fonction inconnue 
ou 10 et les variables indépendantes f, ^, cr, la seconde de ces équations ne devant être, 
vérifiée que pour les seuls points de la surface ^{f, ^, o) « 0. 
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familles coordonnées, parallélipipède ayant pour arrêtes par 
conséquent les trois éléments de normale dn, dn\ in" dont les 
valeurs sont, en vertu de la formule (40****) du Mémoire sur la 
Théorie de la Courbure des Surfaces (page 44), 

(19) <în«^. ^n'=^, ejn"«^, 

Aif) âit^ A|0 

Féiément de masse sera par suite actuellement 

dfd^do 
dm = p ânin'Sn" = p - — - — - — » 

AifAi^Aio 

et par conséquent, en considérant toujours un volume fixe, 
délimité par une surface arbitraire, que nous désignerons par S, 
au sein du milieu proposé, la quantité totale de chaleur gagnée, 
pendant le temps (/(, par la masse renfermée à Fintérieur de 
ce volume, aura pour première expression : 

Nous en obtiendrons comme tout à Theure une seconde, en 
évaluant encore d'abord la quantité de chaleur qui traverse dans 
le même temps dt un élément ca de la surface S qui limite ce 
volume, c*est-à-dire le gain ou la perte de chaleur qui s'effectue 
pour la masse considérée par ce même élément dans ce temps dt, 
laquelle sera toujours donnée par la formule (13), où dQ sera 
alors, par définition d*abord, puis en ayant égard aux trois 
égalités (19), 

$ 9 e B ê e 

en sorte que cette quantité de chaleur aura dès lors pour expres- 
sion, en tenant compte de la valeur qui précède. 



(21) 



I 9 ^ ^ \ f 

= — Qw I A,? -cosa -*- Ajif - cos 6 -*- A|0- cos y jdty 

\ f ^ fs / 
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en désignant cette fois par a, 6, y, les angles de la normale 
intérieure N de cette surface S, non plus avec les axes de coor- 
données reclilignes x, y, z, qui n'interviennent plus en rien 
dans la question actuelle, mais avec les normales aux trois 
surfaces coordonnées, qui jouent désormais le rôle de ces axes 
rectilignes dans la question précédente; car il est clair que 
^n, Sn\ iiî\ et dN correspondant par hypothèse aux mêmes 
accroissements simultanés df , d'|, dm des coordonnées f , ^^ «, 
on aura dès lors entre eux les relations : 

(22) <yn = (rNcosa, e^/i' «= ^N cos 6 , t^n" « ^N cos r- 

Celle expression du flux élémentaire pour le cas actuel étant 
acquise, nous aurons évidemment pour celle du gain ou de la 
perte totale de chaleur, éprouvée par cette même masse, pendant 
le temps dt 

(23) — yQK---i//«=-5Qai(A,f-cosflt-i-A,f-co86-i-Ai€r-cosr)rfl, 

*^oN ^^ \ f f xs I 

la sommation ^ s'étendant à tous les éléments qui composent la 
surface S. 

Nous transformerons maintenant, comme tout à Theure, cette 
dernière somme, en la décomposant en trois sommes partielles, 
correspondant chacune à Tun des termes de la parenthèse, 
et nous considérerons à pari, pour la première, qui sera 
— 2 Q Gi) A|(p - cos a dl, les deux points où la surface S est rencon- 
trée par un même arc d*intersection PQ de deux surfaces ^ et « 
quelconques (*), points pour lesquels la coordonnée 9 prend les 
deux valeurs (p| et 92, les deux autres coordonnées ({/ et t? ayant 
par hypothèse les mêmes valeurs. En se laissant guider par des 
analogies évidentes, on apercevra sans peine alors que le cylindre 
projetant relatif au plan coordonné yz, que nous considérions 



(*) Il y aurait lieu de placer ici, relativement aux points de rencontre de cet are 
d'intersection avec la surface fermée S, une obscnraiion complètement analogue k celle 
que nous avons déjà faite plus haut pour les coordonnées rectilignes. (Voir la note de la 
page 48.) 
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dans la question précédente» et dont les génératrices étaient des 
droites parallèles à Taxe rectiligne des x, se trouve remplacé 

dans celle-ci par une surface So> cir- 
conscrite à la surface S, et engendrée 
par l'un de ces arcs d'intersection PQ, 
spéciflés tout à l'heure, ledit arc étant 
choisi de telle sorte que ses deux 
points de rencontre avec la surface S 
se confondent constamment en un seul, 
que nous désignerons d'une façon gé- 
nérale par (po! ^^ dès lors, que l'en- 
semble de ces points 9o> qui constituera 
la courbe de contact de la surface S 
avec son enveloppe Sq, jouera le rôle 
de la courbe de contour apparent dans 
le système précédent, d'où il suit tout d'abord que les deux points 
de rencontre 91 et'<pj d'un même arc d'intersection PQ avec la 
surface S seront situés de part et d'autre de cette courbe de con- 
tact. Or, par sa définition même, tout le long de cette courbe, les 
surfaces S et So ayant mêmes plans tangents et mêmes normales, 
il s'ensuit qu'en un quelconque de ses points (po« '& normale Nq 
de la surface S sera aussi normale à l'arc PqQo générateur de 
l'enveloppe Sq^ et normal lui-même par hypothèse à la surface 9 
en ce point, comme étant l'intersection de deux surfaces ^ et iff. 
Cela revient à dire qu'en chacun des points 9o de cette courbe, 
l'angle a sera droit, et comme il variera d'une façon continue, 
qu'en général il sera aigu pour tous les points 9, situés d'un 
certain côté de cette courbe, et obtus pour tous les points 9^ situés 
de l'autre côté. 

Si donc nous convenons de nouveau de distinguer par les 
indices 1 et 2 les deux portions de la surface S, ainsi séparées 
par cette courbe de contact, et pour lesquelles l'angle a est 
constamment aigu ou obtus, on voit qu'en désignant par &>, etu, 
les aires de deux éléments de cette surface empruntés à ces deux 
portions, situés aux deux points 91 et 9^, à la rencontre du même 
arc d'intersection PQ avec la surface S, éléments qui, étant tous 



Digitized by 



Google 



28 — 144 — 

deux arbitraires de forme et de grandeur, peuvent être choisis de 
telle façon qu*ils aient chacun le rectangle Sn^n' relatif à ce 
point pour projection sur le plan tangent de la surface f relative 
au même point, c'est-à-dire que Ton peut supposer déterminés, 
eu égard aux valeurs (19), par les deux équations 

u, C08 «, -= (Sn'in"), a= — — — — , 

d^df3 
&*i ces (480° — «î) = — «, cos «, = {ân'M')i = - 



(A,fA,ti)/ 



on voit alors, disons -nous, qu'en effectuant séparément les 
sommations correspondant à chacune des deux portions de la 
surface, on devra écrire pour la première des trois sommes qui 
composerait Texpression (23) 

2Q»Aiî>-cosarf«== — Q 2 (^1?"") ^1 ^^5 «I "*- 2 {^»î*~) «^«cosoi \dl 

= q\1 (J^i) H,d.-2 (-^-) d^~]di, 

les deux sommations 2i ^t ^s qui sont maintenant relatives au 
même élément d^dm, s'étendanl à présent Tune et Tauire à toutes 
les valeurs des variables ^ et m qui correspondent à des points 
situés à rintérieur de la surface circonscrite So définie plus haut. 
D'où il suit qu'elles peuvent être remplacées chacune par une 
intégrale double prise entre les limites que nous venons de dire, 
intégrales dont la différence équivaudra alors à une intégrale 
triple, étendue à tout le volume délimité par la surface S, ainsi 
que rindiquent les deux égalités suivantes : 
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Un trouveraii évidemment par le même procédé les deux 
antres égalités 

- 2 Q« A.* i ces s rf. == Q éiffft (^î) rf,d,rfa. 

— 5Q«Aicr-cosr*=Qrf^ rrr-i-[T-^'\M^i^^ 

^^ tï J JJ du NAifAi^ o/ 

de sorte qu'en additionnant ces trois dernières égalités, on aura 
pour la somme totale (23) 

d ( A,cr B\l 

et, en égalant dès lors cette seconde expression de la quantité de 
chaleur considérée à la précédente (20), nous aurons Téquation 

rrr d^^d^dja dd 

JJJ '^'liÇK^^âi''' 

JJJ L</f \A|fA,a ^/ </^ IAiwA,? ^/ rfor \A,î>A,tf» a/ J ' 

OU, en mettant en facteur Qd/, et faisant passer tous les termes 
dans un même membre, puis se rappelant que les deux inté- 
grales triples sont relatives au même volume, 

/yyrd / a,^ «\ d / a,^ b\ d / l^u o\ 

JJJ Lrff \A,^A,a f»/ d^ \A,aA,f ^/ da \A,yA,^ o/ 

Q A|fA,^A,adfJ 

Or cette intégrale devant ainsi être nulle encore, quel que soit le 

volume arbitrairement choisi à Pinlérieur duquel on la suppose 

XIII. 40 
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calculée» lorsque Ton y remettra pour 6 la fonction de f^ ({/, zzr, 
qui représentera la température, le Lemme démontré plus haut, 
et dont nous avons déjà fait usage dans le cas précédent, exigera 
de nouveau que la fonction intégrée soit identiquement nulle dans 
cette hypothèse : ce qui revient à dire que cette fonction 6 vérifiera, 
en un point quelconque du corps, Téquation aux dérivées par- 
tielles du second ordre 

d^l A,f o\ df A|^ 6\ d I A|or e\ ___k__de _ 
df \A|fA|Ci f/ d^\AiuAif ^J dcx^ifAi^iil Ai^Af^A|cr(/( 

en posant encore, comme dans le cas précédent, A: = ^, et nous 
retombons bien, comme on le voit, sur Téquation (18) déjà 
obtenue. 

Nous avons donc ainsi fourni une démonstration entièrement 
rigoureuse de cette équation pour le système le plus général de 
coordonnées orthogonales, et basée sur la considération directe 
de ces coordonnées elles-mêmes, ainsi que le font Lamé, dans 
ses Coordonnées Curvilignes (§ XVI, pages 25-27), 6u sa Théorie 
Analytique de la Chaleur (§ XIX, pages 27-29), et Résal, dans son 
excellent Traité de Physique Mathématique {Chaleur, § VI et VII, 
formules (11) et (12)), pour les deux systèmes cylindrique et 
sphérique seulement, mais en ayant recours Tun et Tautre au 
parallélipipède d*Euler et de Bernouilli, dont remploi donne 
lieu à la critique formulée plus haut dans la note de la page 11 
ci-dessus, et généralement admise par tout le monde aujour- 
d'hui (*). 



(*) Si l'on voulait de même à présent, en vie d'établir pour ce cas général l'éqnation 
k la surface imposée par la loi du Rayonnement, au lieu de simples transformations 
analytiques comme dans la note de la page 23, avoir de nouveau recours à la considération 
directe des quantités géométriques qui entrent dans les calculs, raisonnant exactement 
comme nous l'avons fait pour arriver à 1 équation (A) dans la note de la page SI, nous 
obtiendrons encore l'équation demandée en égalant au produit eBadt l'expression (il) 
du flux de chaleur élémentaire, calculée pour la surface externe du corps, et dans laquelle 
les angles a, 6, y seront dès lors ceux de la normale extérieure de cette surface avec les 
normales aux trois surfoces coordonnées, et auront par suite pour cosinus (en ayant égard 
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Ces préliminaires indispensables étant établis, abordons main- 
tenant la question qui forme Tobjet principal de cette étude. 



m valeurs connues des cosinus directeurs de U normale à cette surface F {x, y, z) i 
<^ ^ (f t f » o) = 0, par rapport aux trois axes rectilignes), savoir 



cos 



^ 1 /F F F \ 

a = ± — r: -^ H--/* -f--i> ], 

A.FU y'^ z I' 

1 /F F F \ 

Ajl* Va? y « / 

i /F F F \ 

A.F\« y"^ z y 



expressions dans lesquelles les valeurs des neuf cosinus directeurs, >, fi^ y, y, it.\ v\ 
ï'\ p.", y" devront être remplacées par celles fournies par le tableau (i$ de notre 
Mémoire iur l'emploi de» Coordonnée* Curvilignes (page 19), et qui, en supposant cette 
substitution opérée, se réduiront alors simplement aui suivantes ; 



cosa: 



oos 



cos 



à,f ,¥ X F y F z\ ,à,f3f 

: — 1 1 — zfc — ^— , 

ûit \a? y Vf z fl H^gf 

A.F U ^ y ^ z ^j A,^^ ' 

. Ajo /F a? F y P a \ . A,o .?' 

r = ± — r, - -■* • =^ — 3- • 

AjF \a? a y a z n) à^ga 



En remettant donc ces valeurs à la place de cos a, cos d cos r dans l'expression (SI), 
pour avoir ceUe du flux élémentaire relative i la surface rayonnante du corps et l'égalant 
eninite au produit eBudt, nous obtiendrons ainsi l'équation 

Q« r ^ '^ e .? #1 

n:-^ Ai?-.A,f --♦- A,^-.Aj^— -♦- A,cr-.A,o- \dl=e^u>dt: 
A,.fL f f ^ ^ tar aj 

d'où,en multipliant par 7 > ' «^ , puis remplaçant encore A| ^T psr sa valeur (S), et posant de 
nouveau ^ » K, on retrouve bien, comme par la voie analytique, la même équation (B) 
de la note de la page 33 ci-dessus : 

Aîf h A;^ HAÎo— - 

f f y ^ o o 



^\ 



hf\ 



•['"(']■--(')■-"(!)■]'-» 
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CHAPITRE IL 



Équation aux dérivées partielles des fkmilles isothermes de 
surfaces. — Méthode pour la recherche de ces fkmilles de 
snrllEtces. — Solution la plus générale du problème de Fiso- 
thermie pour les sarfttces du premier et du second ordre. 

Équation dite de l équilibre de température. — Équation aux 

DÉRIVÉES partielles DES FAMILLES ISOTHERMES DE SURFACES. — 

L'expérience apprend que tout eorps, quels que soient son état 
initial et les conditions aux limites qu'on lui impose, pourvu 
qu on les suppose indépendantes du temps, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, tout corps soumis à Tacu'on de sources constantes de froid 
ou de chaleur, finit toujours par arriver, au bout d'un temps plus 
ou moins long, à un état stationnaire que l'on est convenu de 
désigner par le nom d'équilibre de température. L'échange réci- 
proque de chaleur entre les différentes parties du corps, supposé 
homogène et isotrope, ne cessant pas d'être régi comme devant 
par l'équation (17), à partir de Tinstant où cet état stationnaire 
est définitivement établi, et à dater duquel on a par conséquent 
constamment jj = 0, il s'ensuit que la distribution de la tem- 
pérature dans le corps sera, pour ce nouveau régime, déterminée 
par l'équation aux dérivées partielles A2O = 0, laquelle a reçu 
en conséquence le nom d'Équation de VÊquiUbre de température. 
La température en chaque point du corps étant alors 
supposée déterminée en x, 2/» ^9 & Taide de cette nouvelle 
équation aux dérivées partielles et des conditions aux limites, 
ainsi que nous l'avons expliqué, on voit qu'en égalant la Tonction 
ainsi obtenue, que nous désigrferons par /'(x, y^ z), à une con- 
stante quelconque, on aura une surface qui sera le lieu des points 
du corps pour lesquels la température sera précisément égale à 
la valeur de cette constante. Si donc l'on considère cette constante 
comme un paramètre variable que nous appellerons 6, on aura 
ce que l'on nomme une Famille Isotherme de surfaces, et l'on dira 
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de plus qu*elle est rapportée à son paramètre thermométrique. 
On convient enfin d*employer encore ces mêmes dénominations 
lorsque, au lieu de la fonction 'déterminée 6 == f(x, y y z) elle- 
méme, on en prendra une fonction linéaire quelconque, laquelle 
vérifiera tout aussi bien évidemment Péquation précitée, ou, en 
d^autres termes, lorsque Ton considérera la famille de surfaces 
représentée par Téquatiou 

Af{x,y^z) -•- B=s M. 

Ainsi, dans tous les cas, le caractère essentiel du paramètre 
thermométrique u d'une famille isotherme de surfaces consistant 
en ce que ce paramètre, considéré comme fonction de x, y et z, 
vérifie Téquation de l'équilibre de température A^tissO, on 
voit que sa définition comporte essentiellement deux constantes 
arbitraires, c'est-à-dire que si 6 désigne Tune de ses détermina- 
tions en particulier, son expression générale sera u = orG + r. 

L'expression (10), que nous avons donnée ci-dessus pour le 
second invariant A, d'une fonction de point quelconque (o, se 
trouvera notablement simplifiée, lorsque les trois coordonnées 
9, ^, HT satisferont à cette condition, car, en la prenant alors sous 
la forme précédente (9), on voit que cette même expression se 
réduira dans cette hypothèse à la forme simple, complètement 
analogue à celle (2) rencontrée dans tous les cas pour l'invariant 
du premier ordre A^, 

(25) A,« = Aîr-,-^AÎ^.-,H-Aîa -,^ 

et qui se rapproche beaucoup plus de la forme originaire relative 
aux coordonnées rectilignes. 

Dès lors l'énumération sommaire que nous avons faite des 
équations les plus connues de la Physique Mathématique dans 
lesquelles cet invariant intervient, équations que nous avons 
groupées plus haut sous le numéro (1 1), et qui toutes bénéficie- 
ront de la simplification que nous venons de dire, fait com- 
prendre tout de suite l'avantage très grand qu'il y aura à prendre 
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pour système coordonné un système ainsi composé de trois 
familles isothermes, rapportées chacune à leur paramètre tber- 
mométriquCy pour tous les problèmes relatifs à cette branche de 
la Science, dans lesquels Temploi des coordonnées curvilignes 
sera imposé par la nature de la question (*). Ainsi, en particulier, 
Péquation du mouvement de la chaleur (17), établie tout à Theure, 
devient simplement, avec cette hypothèse, 

6* f ' é^ dB 

(26) Aîr-H-AÎ^.--f-Aîa.-«fc-., 

f ^ o ni 

et c*est effectivement en la ramenant à cette forme que Lamé 
a pu résoudre ainsi le premier le difficile problème de Téqui- 
libre de température pour un corps limité par un ellipsoïde, en 
faisant usage d*un système de coordonnées mieux approprié que 
tout autre pour cet objet, et qui a reçu son nom en souvenir de 
ce fait considérable dans Thistoire de la Science, système auquel» 
en raison de son importance, nous consacrerons en entier le der- 
nier Chapitre du présent travail. 

De là résulte immédiatement la raison d'être de la recherche 
qui fait Tobjet de ce Mémoire, vu Tintérét très grand qui s*attache 
dès lors à connaître exactement, par le moyen de sa solution 
la plus générale, quelles sont les surfaces que Ton pourra faire 
entrer dans la composition d*un semblable système. 



(*) c De là est tenue l'idée des coordonnées cnnrilignes, dont l'emploi est indispensable 

• quand on veut traiter des corps de formes données, dans les diferses branches de la 

> physique mathématique. 

> En eifet, dans toutes ces branches, il s'agit toujours d'intégrer, ou de déterminer, 

> une ou plusieurs fonctions qui doifent férifier une ou plusieurs équations aux diffé- 

> rences partielles du second ordre, exprimant les lois physiques qui régissent les fonc- 

> tiens dont il s'agit. — Et, en outre, ces fonctions, ou leurs intégrales générales, doivent 

• Térifier d'autres équations aux différences partielles du premier ordre, pour tons les 

• points appartenant à la surface qui limite le corps que l'on veut traiter. 

> Or, ce problème de double intégration serait complètement inabordable, si Ton ne 

> parvenait pas à rapporter les points du corps à un système de coordonnées tel, que ta 

> surface, ou les diverses parties qui la composent, soient exprimées par une de ces 

• coordonnées égalée à une constante. C'est ainsi qu'on a pu traiter: le prisme rec- 

• tangle à l'aide des coordonnées rectilignes; le cylindre droit par les coordonnées 

• polaires; la sphère à l'aide des coordonnées sphériques ; l'ellipsoïde par les coordon- 
» nées elliptiques. » (LAMÉ, Leçons sur les coordonn. cdrvil. Discours préliminaire, 

pp. YUMX ) 
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Nais la propriété caractéristique du paramètre thermométrique 
9^f(x^y^z) d'une famille isotherme quelconque de surfaces 
étant ainsi de yérifier Téquation aux dérivées partielles AjO = 0, 
il est facile de voir que le paramètre en général d^une semblable 
famille» c'est-à-dire par conséquent d'une famille de surfaces 
propre h caractériser Tensemble des points d*un milieu homo- 
gène et isotrope affectés d'une même température à Tétat station- 
naire, ne remplira pas forcément cette même condition, car il est 
dair que toute fonction arbitraire ^ de la fonction /'(x, y, z) et 
d'un paramètre variable l donnera lieu à une autre équation, qui 
pourra être mise sous l'une ou l'autre des trois formes équiva- 
lentes 

et qui représentera exactement la même famille de surfaces» bien 
que son paramètre 'X, considéré comme fonction de or, y, z^ ne 
vérifie plus évidemment en général l'équation AjX => 0. 

Une première question se pose donc alors, qui est la suivante. 
Étant donnée une famille quelconque de surfaces 9 (x, y, z)=X, 
à quel caractère analytique reconnaitra-t-on que cette famille de 
surfaces est isotherme ? 

La réponse est simple et facile, et découle immédiatement de 
la définition qui précède du paramètre thermométrique. Pour 
que cette dernière équation représente une famille isotherme de 
surfaces, il faut et il suffit que la fonction 9 (x, y, z) puisse être 
mise sous la forme ? (x,y, z) = ^[f(x, y, z)], ce qui revient à 
dire qu'il devra exister entre les deux paramètres 6 et ^ la rela- 
tion arbitraire 

{^) A = J (a), ou inversement a == F ( A). 

Or deux différentiations successives donneront alors, en venu de 
la définition même du paramètre thermométrique 6, 

AtO = F'(A). A,x -♦- F'(A). AJx = 0, 
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d'où Ton tirera, par 


suite, la condition 




(28) 


A.x_ 


F"(A) 


d.lF- 


W 


F' (A) 


dx 




ou 










(29) 




A«A H- W(A 


)AÎA = 


.0, 



-vw, 



c'esl-à-dire que le rapport fî^ = A devra pouvoir être exprimé 
en fonction de ^ seule : condition dont on 8*assurera aisément, si 
inéquation de la famille de surfaces peut être résolue, par rapport 
à i*une des variables, en remettant dans Texpression A de ce 
rappori, calculée à Taide de Téquation proposée X = 9 (x, y, z)^ 
à la place de Tune des coordonnées x, y, z, sa valeur tirée de 
cette même équation, et alors, pour que la condition demandée 
soit satisfaite, il faudra que les deux autres coordonnées dispa- 
raissent d'elles-mêmes ; soit plus généralement, pour le cas où 
cette substitution ne serait pas possible, en vérifiant directement 
que deux quelconques des trois équations 

AA XX ^ AA AA^ AA AA^ 

y z z y z X X z x y y x 

qui se réduisent h deux, et sont une conséquence nécessaire de 
Thypothèse 

A V(A). ^ = --Mr'(A)*, A=_V(,)^, i = _W'(A)-. 

X 3C y y ^ * 

sont bien identiquement satisfaites, car il est clair qu^elles entraî- 
neront alors entre les deux différentielles totales dA et dk une 
relation de la forme dX = Sid\ laquelle équivaut précisément 
à la même hypothèse que nous venons de dire. 

Cette dernière condition étant supposée remplie, une seconde 
question non moins importante se pose aussitôt. La famille de 
surfaces donnée étant ainsi reconnue isotherme, quelle sera dès 
lors Texpression de son paramètre thermométrique en fonction 
du paramètre donné X, que Ton peut par opposition désigner avec 
Lamé par le nom de paramètre géométrique ? 

La réponse à cette nouvelle question est alors fournie par 
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réquatîon (28)» dans laquelle il faut maintenant considérer la 
fonction V (}) comme donnée, et la fonction F (X) comme incon- 
nue» et que Ton peut écrire dans ce but» en y remettant à la place 
de F (>)» sa valeur 6 résultant de Thypothése (27)» 

d de 

et d*où Ton tirera» en conséquence» par une première intégration, 

(32) Iog-.-4-log(T= / W(A)dx ou <r-=c/^<^>-\ 

et de là, par une seconde intégration» en intervertissant les deux 
membres» 

(Sa*»»-) O^ihél flx^cB-k- r, 

équation dont le second membre représente précisément le para- 
mètre tbermométrique de la famille donnée» avec les deux con- 
stantes arbitraires qui entrent essentiellement» avons-nous dit» 
dans sa définition» et qui dès lors» étant résolue par rapport à X» 
fournira l'expression demandée du paramètre géométrique en 
fobction du paramètre tbermométrique. Nous présenterons tout 
à rheure» en terminant ce Chapitre» trois exemples simples de ce 
calcul» dont Tun nous fournira comme conséquence une interpré- 
tation physique intéressante des fonctions elliptiques de première 
espèce. 

On voudra bien remarquer que nous avons dit» dès les pre* 
miers mots de cette théorie» comme nous le dirons constamment 
dans tout le cours de cet ouvrage» famille isotherme de surfaces» 
et non pas» ainsi que le dit Lamé» et qu*on le fait le plus géné- 
ralement depuis lui» famille de surfaces isothermes : locution très 
vicieuse» à notre sens» en ce qu^elle fait croire a priori que la 
qualification d^isotherme, et par conséquent la définition corres- 
pondante» vise la surface elle-même» sauf à envisager ensuite une 
famille composée de surfaces ainsi définies individuellement» de 
même que Ton peut considérer une famille de sphères» d'ellip- 
soïdes» de cônes ou de tout autre type défini géométriquement» 
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tandis que la définition en question s^applique au contraire direc- 
tement à la famille elle-même, et que cette même qualification 
d'isotherme, attribuée à une surface considérée isolémenti ne 
présente, à notre avis, absolument aucun sens. 

Effectivement, non seulement le sens de cette expression 
employée dans ces conditions ne ressort en aucune façon de la 
définition précitée, laquelle consiste tout entière à proprement 
parler dans Féquation A^B = 0, ou plus généralement Téquation 
ci-dessus (29) ; mais il y a plus, et Ton est autorisé à penser 
(nous ne savons au juste si la remarque en a déjà été faite, ne 
rayant rencontrée nulle part), qu'étant donnée une surface indi- 
viduelle arbitrairement choisie z^=f{x^ y\ il existera en général 
une infinité de familles isothermes différentes qui reproduiront 
cette même surface, chacune pour une valeur convenablement 
déterminée du paramètre, ce qui montre bien Tinanité d'une 
semblable expression ainsi employée. 

En effet, si Ton suppose ladite équation (29) intégrée sous la 
forme où elle se présente en l'état, c'est-à-dire X y étant prise 
pour fonction inconnue, l'intégrale générale qui fournira l'expres- 
sion de ^ en x, y y z, comprendra des fonctions arbitraires qui 
seront telles que X puisse se réduire, pour z «= Zq C^o désignant 
une constante numérique arbitrairement choisie), à une fonction 
donnée arbitrairement d'x et d'y, ou, en d'autres termes, que la 
famille isotherme de surfaces admette pour trace sur un plan 
donné parallèle aux xy une famille de courbes arbitrairement 
choisie. Mais on pourra aussi,avant d'intégrer cette même équa- 
tion, changer de variables, et prendre z pour inconnue et x, y, et 
X pour variables indépendantes. Or, si on Tintëgre sous la der- 
nière forme ainsi obtenue, l'intégrale générale qui exprimera alors 
z en fonction d'x, y et \ devra renfermer des fonctions arbi- 
traires qui seront telles que, pour une valeur numérique'k^=»\ 
arbitrairement choisie, Fexpression de z se réduise à une fonc- 
tion d'x et y arbitrairement donnée, c'est-à-dire telle, par consé- 
quent, que l'intégrale puisse reproduire la surface z = f(x^ y) 
supposée donnée arbitrairement à l'avance : et comme la con- 
stante ^ demeure arbitraire dans ce raisonnement, il y a donc 
lieu de présumer qu'en général il existera une infinité d^équa- 
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lions diffërentes entre z, x, y et X, c'est-à-dire une infinité de 
familles isothermes différentes de surfaces, qui toutes satisferont 
également à la condition que nous venons de dire. 

A la vérité» la conclusion qui précède n*est peut-être pas d*une 
certitude absolue, en raison des nombreuses lacunes ou irrégula- 
rités qui existent encore dans la théorie des équations aux dérivées 
partielles, ou, si Ton aime mieux, à cause des surprises que réser- 
vent i chaque instant les théories fondées sur la considération des 
dérivées des fonctions en général; mais si Ton abandonne les 
faits exceptionnels pour ne se préoccuper que de la généralité 
des cas, cette même conclusion offrira dès lors un degré de vrai* 
semblance su£Bsant pour enlever toute signification certaine à la 
locution contre laquelle nous venons de nous élever, et pour la 
faire proscrire par conséquent du langage mathématique, à moins 
que Ton ne soit expressément convenu à Pavanée de lui attri- 
buer un sens faisant Tobjet d'une définition nouvelle (*), qui ne 
sera en aucune façon une conséquence nécessaire de celle des 
familles isothermes de surfaces que nous venons d'énoncer. 

Telles sont les deux questions fondamentales qui s'imposent, 
pour ainsi dire d'elles-mêmes, au début de la théorie des familles 
isothermes de surfaces, et qu'il nous était indispensable de rappeler 
d*une façon claire et précise, avant d'entreprendre la recherche que 
nous avons en vue dans ce travail, avec la solution qu'en a don- 
née Lamé, créateur de la théorie. Mais nous ne croyons pas 
devoir nous en lenir là, et puisque nous avons dû revenir sur 
ce sujet, on nous permettra d'élargir tant soit peu la question, et 
d'y ajouter encore, à titre de commentaires et de développements, 
une modeste contribution personnelle, dont les résultats nous 
seront d'un grand secours pour la recherche générale qui fait 
l'objet de ce Mémoire. 



f ) C'est ce que nous avons foit dans notre Mémoire sur l'emploi de$ Coordonnées 
Curvilignes, où nous adoptons cette expression, en vue d'abréger le discours* pour tenir 
lien de la circonlocution : « Surface susceptible de foire partie d'un système orthogonal 
triplement isotherme, i ( Voir rAvAHT-PROPOS et I'brrata (pp. S5 et S2) insérés en tête 
de ce Mémoire, pp. xxiu et xxv.) 
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iNSUFnSANCE DB LA SOLUTION THÉORIQUE FOURNIE PAR l'iNTÉGRALB 

GÉNÉRALE DB CETTE ÉQUATION. — II Semble «u premier abord, 
diaprés ce qui précède^ que la solution du problème de Tisother- 
mie soit dès lors renfermée tout entière dans Tintégration géné- 
rale de réquation aux dérivées partielles A^B => 0, ou plus géné- 
ralement de réquation (29), en sorte que cette intégration étant 
supposée effectuée par un procédé quelconque, il n*y ait plus de 
question. Mais il en va tout autrement dans la réalité. En effet, 
d'abord même au point de vue purement théorique, pour qu^il 
en fût ainsi, il faudrait que Ton eût déterminé, non seulement 
Tintégrale générale de ces équations, mais encore toutes leurs 
solutions singulières, ce que Ton ne sera jamais sûr d*avoir réa- 
lisé effectivement, vu labsence de méthodes générales pour la 
recherche des solutions de cette espèce dans les équations aux 
dérivées partielles du second ordre; puis, au point de vue pra- 
tique, pour pouvoir utiliser les résultats de ces intégrations en 
vue de la constitution de nouveaux systèmes orthogonaux, il ne 
nous suffit pas d'être assurés que toutes les surfaces satisfaisant 
è la question sont bien comprises dans telle ou telle formule 
plus ou moins compliquée que nous aura fourni Fanalyse, mais 
il nous faut encore pouvoir décider simplement, à la vue de ces 
formules, si telle famille déterminée de surfaces est comprise ou 
non dans ce résultat. Or les intégrales générales dont nous venons 
de parler, si elles fournissent bien à la vérité le moyen d'obtenir 
immédiatement autant de solutions particulières du problème 
que Ton voudra, satisfont fort mal par ailleurs à ce second cAté 
de la question, et n'offrent dès lors pour l'objet que nous avons en 
vue qu*une utilité très restreinte. 

Nous ferons mieux comprendre notre pensée à ce sujet, en 
envisageant d'abord, à titre d'exemple, les deux cas particuliers 
des cônes et des cylindres, cas pour lesquels l'intégration de 
réquation A^G =» 0, se ramène à l'intégrale classique de l'équa- 
tion des Cordes Vibrantes. 

La chose est manifeste pour les cylindres, car si l'on prend 
l'axe des z parallèle aux génératrices, la coordonnée z n'entrant 
plus dans l'équation de la famille de surfaces, l'équation AjO^sO 
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se réduit alors à 

»« 5« e' «• 

(33) - + - = 0, ou -= ;. 

X y y X 

et donne par suite pour intégrale générale, en faisant /=» V — 1 , 

(34) =A (X -H ty) -4- /; (X — ly); 

mais le même fait est moins évident dans le cas des familles 
de cônes. Nous ne savons si le résultat auquel il va nous con- 
duire pour l'équation générale des f9milles isothermes de cônes 
en coordonnées rectilignes a déjà été signalé; en tout cas, ne 
rayant rencontré nulle part» nous croyons opportun de Findiquer 
ici» aussi bien pour servir de point d*appui à la remarque sur 
laquelle nous nous proposons d*appeler Tattention, que parce que 
nous aurons l'occasion d'en faire usage utilement dans le Chapitre 
suivant* 

L'équation F (x, y^ z^ X) »= 0, ou f (x, y^z)'=^'k étant suppo* 
sée représenter une famille de surfaces coniques, si on l'exprime 
à l'aide des coordonnées sphériques 

(34****J X Bs r sin 6 C09 », y = r sin sin « , « = r cos , 

se transformera, vu son homogénéité, en x, y, z, dans celle-ci 

(35) F (sin ces », sin sin o, ces 0, X) = , ou A «= f'(B, ») ; 

et, en même temps, l'expression classique de l'invariant As d'une 
fonction de point quelconque V (*) (expression qu'il est facile 
d'ailleurs de déduire de notre formule (10) (**), en y faisant 



{*) Voir si roD feat Serbet, Court de Calcul différentiel et intégral, 1. 1, % 91, p. 129, 
en haut; ou encore Jordan, Cours d'Analyse de V École polytechnique, 1. 1, S 42, p. 45, 
en bas. 

(**) Si l'on admel comme donnée l'expression classique de rélément d'arc en coor- 
données sphériques, le mode le plus simple d'opérer sera éfidemment d'en conclure, par 
la comparaison avec l'expression générale de l'élément d'arc en coordonnées quelconques 
(ainsi que nous le faisons dans notre Mémoire sur Cemploi des Coordonnées Curvilignes, 
page 153, au bas), les ?aleurs des trois invariants ^i , savoir 

f SID B f 
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u <= V, <p = r, (p = », or = 6), savoir 

^ ^ r dr* r*sin*e(i«* r*8Înd do 



et, par suite, celles des coeflScients 

I 
f ' sin o 

— — = p»8iner, as-^ — , asinu, 

^^^^^a A^BAip SID tj A^fA^i» 

lesquelles, étant reportées dans cette formule générale (iO), donneront presque immédia- 
tement, eu égard au changement de notation ci-dessus spécifié, la formule en ques- 
tion (3S^). — C'est ce que fait M. Bertrahd dans son TraUé de Calcul différentiel et 
de Calcul intégral (t. I,S 186, p. 187, en haut). 

Mais si, au contraire, sans supposer aucune notion antérieure, l'on se propose d'appli- 
quer de toutes pièces ladite formule (40) (à titre de férification, par exemple), au système 
particulier de coordonnées défini par les équations (34>>*«), il faudra, en premier lieu, 
retrouver les mêmes valeurs (a), à l'aide de l'un ou l'autre des deux procédés indiqués 
dans la note de la page S4, c'est-à-dire : soit, quant au second d'abord, en partant des 
équations (34*>^) elles-mêmes, récrites avec le changement de notation convenu, savoir 

X = f sin cr cos ^, y = f sin o sin ^ . x ^ f cos tj, 

et faisant usage des trois dernières formules de cette note, qui donneront alors immédia- 
tement 

IAf* p =r sin* o cos* ^ -♦- siii* o sin* ^-i-cos* c = sin* b -h cos* o = 1 , 
A7*^ = f* sin* o sin* ^-♦-f*sin* bcos* </'=•• sin* w sin*^ -i-cos*^ )=p*siD*a, 
A7* B = f * cos* rs cos* ^-4-f * cos* cr sin* ^-l-f * sin* o=f* (cos* o-t-sin* cT)e=f*, 

c'est-à-dire précisément les inverses des valeurs précédentes (a); soit, quant au premier 
procédé, en partant des formules de transformation inverses de ces mêmes équa- 
tions (34i»'B), transcrites avec les mêmes notations, savoir: 

y a?* -♦- y* 

(y) f* = x*-t-y*-4-a*, ung^ = -, taDg*o = — — î-, 

et invoquant alors simplement les valeurs de définition des trois invariants A if , A i^, Aïo, 
qui appelleront dans ce cas les transformations suivantes. 
Remarquant tout d'abord que ces dernières équations donneront 



a^ 



s' 



cos*^ = -; — ;» «•+!/' = a" tang*o. f*«=s*(Ung*o-*-l)=: , 

a;' -♦-y* cofi'o 

(^) { d*oû 

a* «= a»* cos* o, a?* -*- y* SK 2*. lang* o = p • cos* o. ig* o = p * sin* o, 
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donnera pour la valeur de l^ exprimée par réquaiion (35), 



A,A: 



l^sÎQ* Bdef sin 9 de 



et dés tors Féquation Aj^ = (en désignant exeeptionnellement 
dans ce calcul par ^ le paramétre thermométrique lui-même, 
afin d*éviter la confusion avec la coordonnée sphérique 6) sera, 
en multipliant par r'sin^O, 

(36) -— --^sine ; = 0. 



de 



puis différentiant saccessiTement en x, y, i ces mêmes équations (y)^ ce qui donnera 



dx 



df 



df 



1 d^_ y 1 d^ 1 



006* ^ dx «•* cos* ^ dy «' 

tango da x tango da y 

cos* oda?~"a* 



1 d^ 



«0, 



cos* ^ di 

lang o desr a?* -♦• y* 

cos" erdy a*' cos* tj dX »• 

on trouTera dès lors, en élevant an carré, et ajoutant dans chaque ligne, 

f*Aîf = X* -♦- y* -♦- »*, 

— ^A-ci=- -^-1- ^] =-(Uiig«B-t-Ung*o), 

et enfin, en tenant compte des équations ci-dessus [y) et (^, 



f»A-f=f«, 



OU 



Aîp=l, 



Aî^> 



1 J^-»-y« 



1 X*' 



cos* o 



cos* ^ = — -V 



V»»H-yV '"«•-4-y«""f«sin*o' 



W9 _ cos ^ 

Aîo= — (1 -4- Ung« o) = — 

z* f*COS* 



1 



U COS^O 



1 



c'est-à-dire de nouveau les valeurs précédentes (a) quil s'agissait d'établir, et desquelles 
Ton conclura comme tout à l'heure la même formule demandée {dS^^), 
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Sous cette forme, on aperçoit immédiatement que, si Ton adopte 
à la place de la variable la fonction x de cette variable définie 
par réquation 

dé 
(37) dx^-r— ou X^logtgi», 

SIQ 

cette même équation deviendra simplement 

do* dx ' ~ ' ■ da* ' dx* 



tPx ^[dxl „ rf'A «Ta n 

(38) Xî-^-T^-=0. ou Z5-Z:«==0. ^' 



et admettra par suite pour intégrale, comme Téquation ci-des- 
sus (33) relative aux cylindres, Péquation 

(39) A = ^ (» -4- xt) -»- A (« — %t), 

d*où Ton pourra déduire autant de solutions particulières du pro- 
blème que Ton voudra, satisfaisant chacune à deux conditions 
arbitrairement données, relativement à la section des différentes 
surfaces composant la famille par un même plan azimutal (0=0, 
par exemple), et à leurs plans tangents correspondant à cette 
section (**). 



(*) En supposant même que l'idée si simple et si naturelle de ce changement de va- 
riable ne se fût pas présentée de prime abord à l'esprit, on eût encore été conduit au 
même résultat par Toîe de méthode générale, en appliquant à l'équation (36) le procédé 
classique d'Euler pour la transformation des équations linéaires aux dérifées partielles 
du second ordre. (Voir Euler, Instituiionei calcuU integralis, t. III, pp. S58 et sequ.» ou 
Jordan, Cours d'Analyse de l'École polytechnique, t. IIl, S ^3, pp. 351-351) 

(**) On pourra, par exemple, s'imposer les deux conditions, que pour cette section par 
le plan-origine des azimuts ou des xz, l'angle compris entre l'axe des s et l'one des 
génératrices correspondantes soit d'une part une fonction arbitrairement donnée du 
paramètre /()•), c'est-à dire que l'on ait, pour » = 0, 

dO. /dX\ dX 1 

(,) .. = m). d'Où _• = /-(» et (_) = _ = _. 

on en résolvant par rapport à Ji, puis remplaçant t^o P*»* ^^ valeur en fonction de^o» ^^^ 
de l'équation de définition (37), 

(6) X « F (V = F (2 arc tg eX^) = F, {Xo)i 
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Or, revenons maintenant aux coordonnées planes, et dans ee 
but récrivons tout d*abord cette dernière équation sous la forme 
équivalente 

(40) ^ = Fi[f«(«H-:^i)]H.F,|tg(«-:^i)], 



et, d'autre part, que le plan tangent correspondant, qui contient déjà la génératrice, eoo- 
tienne en cotre une autre direction (il, 8) arbitrairement donnée en fonction de >, condi- 
tion qui le détermine dès lors complètement, et sera exprimée analytiquement par 
TéquatioD 

ldi\ . ^ /dx\ . Idx\ 

(y) — sinecosû -+- 1— sinSsinû-^ — C08e = 0. 

\<te/o \dy/o W2/0 

Or, si l'on se reporte aux formules classiques qui donnent l'expression des dérifées 
-. -» j en fonction des coordonnées sphériques r, «, $ et des dérivées relatives à ces 
coordonnées (voir, si l'on veut, Serret, Cour« de Calcul différentiel et intégral, 1 1, S 90, 
formules 4),. p. ââ3), et qui se réduiront dans le cas actuel, en raison de ce que l'on a par 
hypothèse ^ :« 0, à celles-ci 

d\ 



\TdX dXsmal 

- — COS 6 COS to — - -r-7 h 
rld) dwsinBJ 

dX \{dX dX cos»l 

— = - — COSOsiDB-t- ; , 

dy r L<^0 dwsin tîj 



dx r\_d*) dessin «J dX \ dX 

dz rdS 



OD Toit que la condition précédente [y), relative à la section » s= 0, sera, étant exprimée 
en coordonnées sphériques. 



et, dès lors, si Ton y remplace à la fois 9 et û par leurs râleurs données en fonction de 
), ainsi que 9q et (;7^V par leurs valeurs ci-dessus également données (a), on voit que 
cette équation étant alors résolue par rapport k {sùô)o* ^^^^^^ ^^^ valeur déterminée 



[£) = ♦ ( A) = 4> [F, ix.)] = F, (%o) 



En résumé donc, les conditions impos(^es (2) et {y) équivaudront à celle-ci, que, pour 
« = 0, X et ^ se réduisent à deux fonctions données F| ix) et F, ^x)> Or la dis- 
eassion du problème des Cordes Vibrantes nous a appris que l'intégrale générale (39) 
permettait toujours de saiisfaire à ces deux conditions, et nous enseigne le procédé i 
soivre pour déterminer, par leur moyen, les deux fonctions arbitraires /i et /j, qui y 
figurent. 

XIII. 1 1 
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car il est bien clair que, /* et F étant deux fonctions arbitraires, 
les deux symboles /"(a) = /"(arc tg [ig a]) et F [tg a] ont exacte- 
ment la même signification et la même étendue, et désignons, 
pour simplifier par u et i; les deux expressions imaginaires con- 
juguées 

tg CP -4- tg %l 

Il = tang « -♦- xt) = / , , — .- 

i tff CP tg SLt 

(4i) ( ^ *^ 

. , ., tg« — tg%t 

V = tang (w — %t) = ^.• 

^^ ""^ 1-»-ig«tgxi 

Or, ayant en général, quel que soit x» 

i(eX_c-3c) 
lang5ct== := t = t- 



et d'ailleurs, dans le cas particulier, par suite de la valeur (37), 



i . • /i— coso i, n - C0S6\ 

d*où 

1 — cos a u'^ — i 

e«/ — et -== — cosa, 

i -+- cos ô c'^ -+- i 

nous aurons donc simplement dans la question actuelle 

tang %î = — I cos , 

et par suite, en substituant dans la valeur (4t) de u, et revenant 
après cela aux coordonnées rectilignes. 



tg 


M — 


i cos ô 


X 


. z 

- 1- 

r 


^!/- 


— «ri 


-iVz(i' 


-^.v^ 




i + 


tg. 


) . i cos a 

1 -4- 

(ry^izxpx 


X r 


rx 

(r' 


— 2*) xy - 






(rx -+- 


izy) (rx 


— «««/) 


(X' 


■«- y') (jfy 




xy- 


•"■'. 




(*' 


+ y') (*' 


H-O 


■x' + 


z* 
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Par conséquent, les deux expressions conjuguées (41) de uexv 
seront, en coordonnées rectilignes, 

. xy — irz xy -+- irz 
(42) ti»— T --» 1?=-^ -, 

et en les substituant dès lors, à la place de leurs valeurs (41), 
dans notre intégrale générale (40) de Téquation A^i = 0, c'est- 
à-dire dans réquation 

(42"*) A = F,(ti) + F,(t;), 

celle-ci deviendra définitivement 

et fournira, pour chaque choix particulier des fonctions arbi- 
traires F| et F2, une double solution du problème; car, en sup- 
posant, dans ces conditions, le second membre ramené è la forme 
P -*- Ql/ — 1, il est clair que les deux fonctions P et Q véri- 
fieront alors séparément l'équation ^^ = 0, en vertu de la défi- 
nition même des quantités imaginaires, et pourront être adoptées 
dès lors indifféremment pour expression de ^ (*). 



(*} Le sens et le mode d'emploi de cette formule seront donc alors exactement les mêmes 
que pour toutes celles que donne Cauchy dans ses Exercices de Physique Mathématique 
(notamment, 1. 1, pp. iO, 138, et S15), pour représenter ce qu'il appelle les déplacements sym- 
boliques d'un système de molécules (supposés définis également par un système d'équations 
aux dérif ées partielles, exclusivement linéaires et homogènes, de même que l'équation 
actuelle <^9>bO), c'est-à-dire qu'en posant suivant ses notations Â «=>!-«->« V - \, 
l'équation en question (43), fournissant par hypothèse pour expression iymboUque du 
paramètre la valeur > «=P+ Q )/— 4, équivaudra dès lors à elle seule aux deux équa- 
tions réelles >i » P et >, » Q, qui fourniront en conséquence chacune une solution diffé- 
rente pour l'expression réelle du paramètre demandé. La présence de l'imaginaire / dans 
cette formule n'est donc nullement un obstacle à son emploi sûr et commode, non plus 
que dans les formules précédentes (34)et (38), pour la solution de tel problème particulier 
que l'on voudra, dans lequel la famille de surfaces cherchée sera astreinte à satisfaire, 
en outre de l'équation A9I s= 0, à deux conditions données, ainsi que nous l'avons fait 
pour l'équation (39) dans la seconde note de la page 44. 

Il est facile d'ailleurs de s'assurer directement que les deux fonctions P et Q ci-dessus 
définies satisferont séparément à l'équation proposée AsX = (ce qui équivaut à vérifier 
a posteriori les résultats analytiques que nous avons obtenus pour solutions), en procé- 
dant pour cette dernière formule (43) de la façon que nous allons indiquer, car pour les 
deux autres ce calcul est tellement simple qu'il n'y a pas lieu de nous y arrêter. 
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Telle est donc assurément lequation la plus générale en coor- 
données rectilignes des familles isothermes de surfaces coniques. 



L'expression (43) on [A3f*^') donnant, étant différentiée par rappon à une ?ariable qael- 
conque <x, 

i = F'..--eF;.-, --•';-) -»-«';. --».r.'(-Uf;.l. 

a u a a* \a/ a* \ûil a* 

on déduira de la seconde égalité, en faisant successifement a. ^ x,y, z, et ajoutant, 

A,x = r; . Aîw -♦- f; . a,m -f- f; . ^^v -♦- f; . a,©, 

et par conséquent il n'y aura qu'à s'assurer que les deux expressions (43) de ti et v Téri- 
fient séparément les deux couples de conditioas 

Aîu = 0, A,u = 0, et AÎ^œO, A,t> = 0; 

c'est-à-dire, comme u et t; sont deux imaginaires conjuguées A db Bi, qui donnent 

( ._._r. .. .. ^ . fdXdb dXdB dXdB\ 

\ A« A±Bi) = A A-- ^«Bzhii — — -*------♦- — j-, 

) \dx dx dy dy dz dz J 

( A,(A=bBi) = A,AdbiA4B, 

que, pour les expressions (42) de u et v, les quantités A et B vérifient bien les quatre 
conditions 

IA»A-A;Bt=0, A^œO, A,B = 0, 
d\ dB d\ dB dA dB 
1 _| — 0. 
dxdx dy dy dz dz 

Pour procéder à cette Térificalion, qui serait extrêmement pénible, soit avec les coor- 
données sphériques, soit avec les coordonnées rectiligues,que nous avons successivement 
employées dans la question, la voie la plus facile consistera, en raison du dénominateur 
commun de ces expressions (42), à adopter un système de coordonnées cylindriques, en 
conservant la coordonnée y, et substituant dans le plan des zx^kx etkz, deux coordon- 
nées polaires, en posant x== pcos%eiz^p sin f , système dans lequel on aura, pour les 
expressions des dérivées et des deux invariants A| et a, d'une fonction de point quel- 
conque V, les formules classiques que l'on trouve dans tous les traités d'Analyse (voir par 
exemple Serret, Court de Calcul différentiel et intégral, 1. 1, S 91, form. (2) et (6), 
pp. 427 et 428), 

dV dV dVsinf dW dV , dVcosp 



(6) 



dx dp df ç dz dp df p 

\dyl \dp/ p*\dfl' " dy* p dp p« dp» 
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laquelle donne lieu k un paradoxe, dont le besoin de solution fera 
bien ressortir la nécessité des développements complémentaires 
que nous nous proposons d*apporter à la théorie de Lamé. En 
effet, il semblée première vue qu'elle ne doive renfermer que des 
sur&ces de degré pair seulement, car le dénominateur commun des 



Or les expressions (43) de u et v, étaiU transformées dans le même système, les deux 
quantités A et fi et leurs dérivées premières prendront alors les valeurs 

__^t/cosf dX^cosf dA ycouf dX ysînp 

r~' dî/~"T"* d^^ 9^' d? P ' 

(y) l 

^sinfi^y'H-p» dB^ j/sinf dB ^*sinf dB cosf l^v*-+-p* 

"" P ' (fy^ pV^Til^t dp~ pil/yT^ip' df^ P 

et donneront dès lors séparément, en vertu des formules précédentes (€), 

cos«» y»cos*p 1 î/«sin*f i I . y*V 
p« pi p, pi p«\ '^ pi/' 

y«sintp y*sin*p 1 cos* p fy« -f- pt) 

* ""pMl/'-Hp*) p*(y«^p«)"*'pï pi 

= -77-; — - [p*«/' sin» f -♦- j/* siD« f -♦- cos« f (i/* -•- p* -♦- 2y«p«)l 
P (y -*-p ) 

y*-i-p* cos* f •♦-pV-*-P V cos* f y* (y*-<-p«>4-p« cos» f (p«-^y*) 



p«(y«^pt) p* (y* -•-?*) 

= ~(y*-+-P*cos"P)=-5 |cos«f -*-•-! =A«A, 



d'où, en premier lien, déj4 

a;a - AÎB=0. 

Semblablement, on aura pour les dérivées secondes 

rf'A dA ycosf V dp/ .ycosp (f*A ^ ycosp 

d^~ ' ''dp"'^ T"' dp '^ p^ ' dF"" P~' 



ffp-) 

V dp; î/«sii 



c^B psinf dB v'siof \ dpj _ y*siny(y«>f-2p<) d«B riny^y'-i-p* 

^~(y*^pt)l' rfp'^"'pV^i:i:^' tfp " p«(y«-*-p*)5 ' ''^*"' ^ 
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arguments de Tune et Tautre des fonctions arbitraires n'étant pas 
décomposable en ftieteurs réels, et les deux ternies de chacune 
de ces fractions étant de degré pair, aucune combinaison algé- 
brique de ces arguments, si Ton fait ensuite ilisparaitre les radi- 
caux introduits par la fonction r = l^ac* 4- y^ -4- z«, ne pourra 

d'oti l'on conclura, par la dernière formole ci-dessus (g) : 
i ycosf 1 ycosr 

P P» P' P 

psinf 1 y'sinf (y«- 4-3p«) 1 sin f ^y*-4 -p« 

AfB= j-t- 1 

(ytH.p«)î P p«(y«.f-p«)î P P 



sinf 



- [p* -f-y*-^2pV-(y« -*-p")«J =0. 



Enfin, pour la dernière condition, les deux premières formules (6) donnanl 

dX dB dK dB /dX dX sin p\ / dB dB sio f\ 

dx dx dz dz \dp df> 9 I Vdp df p / 

(dX dA cosf\ /dB . dB cos»\ 

\dp df p / Vdp df 9 I 

dX dB idX dB dX dB\ 

3 COS« 9 — ( 1 I 

dp dp \dp do dp dfl 

dAdB . . idX dB dAdB\ 

sin* f -4- 1 1 

dp dp ^ \df dp dp df/ 



/dA dB ^ dA dB\ siof cosf dA dB sin» y 

P/ P df df p« 

/dA dB dA dB \ sin f cos p dA dB cos'f 

p df df p* 

dA dB 1 dAdB 

" dp dp p* df df 



on aura donc de nouveau, avec les dérivées premières (r), 

dAdB dAdB dAdB_dAdB dAdB }_dX^ 
dx dx dy dy dz dz dy dy dp dp p« df df 

cos f y sio f y cos f y* sin f I cos f *^y* -4- p« 

P p l/y« 4- pi /»* pi |/y« ^ pS P* P 

= ?^îîl^^^ri^^'-i|y«^P«)l=0, 

p«i/y«^p«L P* p' J 
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donner définitivement une équation réelle de degré impair en 
X, y et z. Et ce fait, d*un énoncé si précis, constituerait évidem- 
ment, s'il était confirmé, un résultat majeur pour la théorie des 
familles isothermes de cônes algébriques ; mais il se trouve 
démenti presque aussitôt, comme on va le voir, par un simple 
coup d*œil rétrospectif jeté sur Téquation aux dérivées partielles 
(38), qui nous a servi de point de départ. 

En effet, lorsque Ton considère Téquation A^^ =» sous cette 
forme (38), il est deux solutions très simples, en quelque sorte 
parallèles, qui s'offrent immédiatement à Tesprit, savoir 

x=Acj-f- B^Aarcig- -»• B, on -= lang(aA -♦- fc), 

X X 

(44) } et 

A=Apc-+-B = AIoglg4d-f-B=Alog ^ — U- B, 

c*est-à-dire la famille des plans azimutaux, et celle des cônes de 
révolution, du système des coordonnées sphériques, solutions 
dont la première, consistant en une équation homogène en x,2^,jz, 
doit évidemment être envisagée comme définissant une famille 
de surfaces coniques : or Ton voit qu*elle est exprimée par une 
équation réelle de degré impair en x, y.z^ sans que Ton s*explique 
néanmoins comment elle peut être comprise dans Tintégrale géné- 
rale (43), ou, en d'autres termes, sans que Ton aperçoive com- 
ment on pourra déterminer deux fonctions F^ et Fj , capables 



et par conséquent les quatre conditions (a), qu'il s'agissait de vérifier dans le cas actuel, 
sont bien satisfaites simultanément pour les valeurs de A et B relatives aux expressions 
proposées (4S) : résultat qui confirme pleinement a posteriori l'exactitude de la double 
solution fournie comme nous l'avons expliqué, par notre équation trouvée ci-dessus (43). 
n Tel est bien en effet le résultat auquel on parviendra, en appliquant à la famille des 
cônes ■ **^'^^ = tang* le procédé de Lamé que nous avons exposé un peu plus haut, 
pour la détermination du paramètre thermométrique d'une famille isotherme de surfaces. 
Mais si l'on veut s'en assurer en effectuant ce calcul, il faudra se rappeler, qu'en vue 
de conserver à la coordonnée sphérique 9 son symbole habituel, nous avons étendu dans 
la question actuelle au paramètre thermométrique le symbole a, dont nous avions fait 
n5age exclusivement, dans la théorie générale exposée ci-dessus, pour représenter un 
paramètre géométrique. 
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de procurer ridentification de la forme (43) avec cette seconde 
forme de la première équation (44). 

Cette apparente conuradiction provient de ce que la propriété, 
que nous avons reconnue tout à Theureè la forme d*équation (43), 
n*appartient qu'aux équations correspondant à une eocpreuion 
algébrique de \ fournie par cette même équation, tandis qu*eo 
raison du changement possible du paramètre dans Téquation de 
la famille de surfaces, c'est-à-dire de la substitution, à la place 
du paramètre thermométrique, d'une fonction arbitrairement 
choisie (algébrique ou transcendante) de ce paramètre (fonc- 
tion qui constituera dès lors un nouveau paramétre auquel Lamé 
donne le nom de géométrique), tes familles algébriques, qui 
satisfont à la condition d'isothermie, pourront fort bien n'être 
pas exclusivement fournies par les expressions de A de forme 
algébrique provenant de la formule (43): ou, en d'autres termes, 
il pourra arriver qu'une valeur transcendante de X empruntée à 
cette formule fournisse néanmoins une famille de surfaces algé- 
briques. C'est ce qui a lieu notamment pour les deux solutions 
simples (44) signalées tout à l*hcure, qui, tout transcendantes 
qu*elles sont relativement à >, correspondent cependant è deux 
familles algébriques, savoir, les plans, et les cônes de révolution, 
représentés par les équations 

y X* -^ y* m 

-»tang», cl — s=atang*d; 

et l'on en aurait un second exemple plus étendu en considérant, 
ainsi que nous allons le dire à l'instant, pour le cas général, à 
la place des cônes de révolution, la famille de cônes homofocaux 

^' y' «' 

et recherchant l'expression de son paramètre thermométrique 
par le procédé que nous avons indiqué d'après Lamé. 

En se plaçant è ce nouveau point de vue, et se reportant aux 
calculs qui nous ont conduit à cette forme d'intégrale (43), on 
aperçoit de suite qu'il suffira, pour retrouver la forme en ques- 
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lion (44), de prendre, pour les deux fonetions F^ et F, qui figu- 
rent dans cette équation (43) ou (42*"^), celles définies par les 
égalités 

F,(a)=rF,(a)«i(Aa^ctg«^-B), 

car réquation (42*^) deviendra, avec ce choix particulier de fonc- 
tions, 

A s=> i A (are tg ti -4- arc tg t>) -♦- B , 

ou ce qui est la même chose, en tenant compte des définitions (41) 
de 11 et V, 

y 
A = i A (» -♦- %i -♦- « — %t) -<- B = Au) -♦- B = A arc Ig - -♦- B . 

Mais, si Ton est ainsi conduit tout naturellement à cette déter- 
mination par les considérations mêmes qui nous avaient amené 
à ceUe forme d'intégrale (43), il en eût été tout autrement si, 
faisant abstraction en pensée de ces mêmes considérations, Ton 
se fût trouvé de prime abord en présence de cette même intégrale 
générale, et il y a beaucoup de chance dans cette hypothèse 
pour que Ton n*eût pas aperçu alors que ce type (44) y était 
réellement compris, ou du moins on eût été fort embarrassé de 
décider la question d'après la seule connaissance de ce même 
type d'équation, et en ne s'inspirant d'aucune autre considé- 
ration théorique. 

Une remarque toute semblable s'offrira , pour le cas général, 
à propos de l'intégrale générale de l'équation Aji = 0, que 
l'on peut déduire immédiatement en faisant ti = 9, < >=a z, 



a = ! = >/ — 1, jj = 0, de celle de l'équation 

<Pu fdPu (Pu (Pu\ 

d(* Wx' dy* dz^l 

donnée par Poisson, pour la théorie des Petits Mouvements d'un 
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Gaz, ou de la Propagation du Son (*), sous la forme simple et 
remarquable 



« — O F, (x 

I (x + a( cos a, ]/ -♦• a( cos 6, z -4- at ces y) '<^» 



_ - , ^_ . a( cos a , t/ -4- at cos 6 , z -i- a( ces r ) tdo 






(S 



^ndt 



indiquant une somme étendue à tous les éléments &> d*une 
surface sphériquede rayon 1, situés chacun par hypothèse sur 
la direction (a, g, y)), solution qui sera par conséquent, pour le 
problème qui nous occupe, en opérant le changement de nota- 
tion que nous venons de dire, et faisant dès lors la sommation O 
dans le plan seul des xy et non plus dans Tespace, 



(45) 



'= — / F|(x -4- izcosa,y -♦- tzsinajzda 



------- / F, (x -4- tzcosa,y -H tzsindtjzda. 



Cette formule, qui, comme les précédentes (34), (39), et (43), 
fournira encore une double solution du problème pour chaque 
choix particulier des fonctions F| et Fa (**), procurera bien 
également, ainsi qu'elles, le moyen d'obtenir autant que Ton 
voudra de solutions de forme algébrique, satisfaisant chacune à 
deux conditions arbitrairement données à Tavance, ainsi que nous 
Tavons expliqué à propos du cas précédent (***), si les deux 



(*) Voirj si Ton veut, pour la détcriniDatioa de cette intégrale, Duhamel, OiUTt de 
Mécanique, t. U, S 311, notamment formule (4), pp. 349-3S0; ou Jordan, Cours d'Ana- 
lyse de l'École polytechnique, t. liij 394, pp. 378-383; ou encore Duhamel, Êlémenis 
de Calcul infinitésimal, t. II, % 457 (i" édiU, pp. 333-326.) 

(**) Voir le premier alinéa de la note de la page 47. 

(***) On pourra cette fois simposer, entre autres, les deux conditions : 

1» Que la section de la famille de surfaces par un plan fixe (le plan xy par exemple) 
soit une famille de courbes arbitrairement donnée, c'est-à-dire que l'on ait pour s = 
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fonctions arbitraires F^ et F, ainsi déterminées sont deux fonctions 
algébriques telles, que la quadrature relative à a nintroduise 
les variables x, y, z, c'est-à-dire les coefficients de la variable 
dlntégration, que sous forme simplement algébrique; mais rien 
n'indique que Ton pourra obtenir ainsi la totalité des familles 
isothermes de surfaces algébriques. 

Et, en effet, ce n'est point è une expression algébrique du 
paramétre thermométrique 9, que correspond, par exemple, la 
solution remarquable du problème, trouvée par Lamé, pour les 
surfaces du second ordre, mais à la valeur transcendante fort 
compliquée 



(46) 



/P dp 

— » 

„ V/(J-p«)(1_A;V) 



OÙ p^ désigne la racine de Téquation du troisième degré 

(47) *W(pV-[xVy*-».z'-(1 -ht')/i'](p*)*-4-(i +Jt«)(x«+y«)p«-x«=0; 

car tel serait bien le résultat que Ton obtiendrait, en supposant 



3* Que pour chacune des surfaces composant la famille, et en chaque point {x, y) de 
cette même section, le plan Ungent ait une orientation déterminée, c'est-à-dire soit 
normal à une certaine direction (a, 6, y), donnée arhitrairement en fonction de x, y et 0o, 
condition qui le définit des lors complètement, et qui s'exprimera analytiquement par 
l'équation 

Or, si l'on remet dans celle équation, d'abord à la place de (^j-^^ d \éi)ù *®°'^ ^*" 
leurs (olK puis au lieu de cos a. cos €, cos y leurs valeurs données en x, y, et Oq, et 
enfin, cela fait, à la place de 60 lui-même sa valeur donnée («), on voit aue cette même 
équation (6) fournira alors pour {j\ une valeur également déterminée, ^^ )q = f^ (x, y) , 
en sorte que les deux conditions géométriques proposées équivaudront en définitive ï ces 
deux conditions analytiques, que, pour s « 0, et ^ se réduisent simultanément aux 
deux fonctions données/, (x, y) et/, (x, y\. — Or, l'expression (45) de 6 étant précisé- 
ment composée de telle façon (voir Duhamel, Éléments de Calcul infinitésimal, t. II, 
S 457, pp 333-SS6) que pour z = 0, elle se réduise, ainsi que sa dérivée ^ , respective- 
ment aux deux fonctions F« (x, y) et F, {x, y), on voit ainsi qu'il suffira, pour satisfoire 
à la question, d'adopter dans cette même expression (45), pour les deux fonctions arbi- 
traires F, et F|, précisément les deux fonctions déterminées /, et/, que nous venons 
de spécifier. 
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résolue par rapporta l'équalion des surfaces homofoeales 



»' 






que nous démontrerons dans ce Chapitre constituer la solution la 
plus générale du problème pour les surfaces du second ordre. 

La considération exclusive des expressions de forme algébrique 
fournies par la formule (45) ne procurera donc en réalité aucune 
indication utile sur retendue et la nature des véritables solutions 
algébriques du problème, c'est-à-dire sur celles des surfaces algé- 
briques capables de former des familles isothermes. Et il est 
hors de doute que la belle découverte de Lamé, que nous venons 
de rappeler, lui eût échappé, s1l eût borné son attention à la 
seule équation aux dérivées partielles précitée, et à son intégrale 
générale obtenue d*une façon quelconque. 

En outre, il y aura lieu de se demander si la solution (46) et 
(47), ou (48), est bien, en réalité, renfermée dans Imtégrale 
générale (45), ou si elle ne constitue pas une solution singulière 
de réquation A2O =» (*), car, sauf les solutions particulières 
évidentes 

0cssAx + a, e=»By-4-6, •«.€«-*-(?, 

ou celle, un peu moins restreinte, qui en découle par voie de 
conséquence immédiate 

(49) e == f(x) = Ax H- By -4- Cz -4- D, 

eVsl-à-dire une famille de plans parallèles, solutions complète- 
ment analogues aux solutions simples (44), rencontrées pour le 



<*) On pourrait indaire quelque présomption de Traisemblance en fayeur de cette sappo- 
sicion de ce fait remarquable, que nous démontrons dans la snite (et qui n'a peut-être pas 
encore été signalé), à savoir que c'est pour la seule valeur m » S que le type d'équation 

jf* fi"* 8*» 

-^— H- r^ h = 1 peut fournir une famille de surfaces isothermes, en sorte 

a-f-> b-¥-l c-4-1 '^ 

que l'équation des surfaces homofoeales du second ordre constitue en réalité, au point de 

vue de l'isothermie, un type entièrement isolé dans l'échelle des différents degrés. 
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cas particulier précédemmeiu examiné (et qui sont fournies évi- 
demment par la formule (4S) en prenant pour les (onctions P4 
et F2 respectivement une constante et une fonction linéaire) (*), 
aucun moyen simple et sûr ne permet d*apercevoir le choix par- 
ticulier qu'il faudrait faire pour les fonctions arbitraires F| et F^, 
pour pouvoir tirer de Tintégrale générale (45), soit la solution 
particulière (46) et (47), soit Texpression du paramètre 6 cor- 
respondant à toute autre famille isotherme supposée donnée en 
particulier, ce qui réduit par suite è fort peu de chose les services 
que nous pouvons attendre ici de cette formule intégrale (4S). 

Nous n'avons envisagé dans les considérations qui précédent, 
pour la recherche des familles isothermes, que Tintégrale géné- 
rale de lëquation de Téquilibre de température A^ô = 0, et non 
celle de lëquation aux dérivées partielles de forme plus générale 
(29). Celle-ci, en effet, outre qu elle sera dans tous les cas beaucoup 
plus difficile à obtenir, en raison des termes non linéaires con- 
tenus dans cette équation (22), ne pourra très probablement 
jamais être fournie par aucune méthode, qu'à la condition de 
supposer particularisée à Tavance la fonction arbitraire Y (X), 
qui entre dans celle équation (29), et dès lors celte même forme 
d'équation perdant ainsi le seul avantage de généralité qu'elle 
possédait sur l'équation A2S "=> , et étant notablement plus com- 
pliquée par ailleurs, sera encore beaucoup moins propre qu'elle 
à l'étude de la question envisagée sous cet aspect. 

Il est donc indispensable de reprendre à nouveau le problème, 
en l'abordant cette fois directement, tel qu'il se présente dans la 
pratique, c'est-à-dire de chercher un procédé qui permette de 



(*) Oa, plus généralement, la solation B^=¥ {x, y, z), en désignant par F [x, y, %) un 
poljidme entier de degré m, dont les coefficients sont supposés vérifier toutes les condi- 
tions, en nombre moindre évidemment, qui expriment que les coefficients de tous les 
différents termes en x, y, s du polynôme A,F(j:, y, z) sont séparément nuls; car on 
reconnaît très aisément que la solution générale (45) donnera ponr une expression de 
cette forme, en prenant simplement pour les fonctions arbitraires F| (x, y, z) et F| 
{x, y, z) deux polyndmes entiers (à coefficients imaginaires) dont les degrés soient respec- 
dvenentCm — 1) etrn 
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décider sûrement et commodément si telle catégorie, donnée 
comme Ton voudra, de surfaces algébriques peut constituer une 
famille isotherme, et, le cas échéant, de déterminer quels devront 
être pour cela les expressions de ses coefficients. — Tel sera 
l'objet auquel nous consacrerons le reste de ce Chapitre. 

Méthode podr la rbchehcbe des familles isothermes composées 

DE surfaces algébriques APPARTENANT A UNE CATÉGORIE DÉTERMINÉE. 

— La méthode que nous avons indiquée, diaprés Lamé, pour 
reconnaître si une famille de surfaces donnée réalise ou non la 
condition de Tisothermie, et qui consiste à proprement parler 
dans une simple vérification, présente le défaut de toutes les 
méthodes de déduction fondées sur des procédés purement diffé- 
rentiels, à savoir que ses conclusions sont limitées strictement au 
type particulier qui fait Tobjet de la recherche, et ne font con- 
naître en aucune façon s*il existe d'autres types, rentrant dans une 
même catégorie définie par la forme ou le degré de l'équation, 
qui réalisent également ce même caractère de Tisothermie. 
Ainsi, pour prendre l'exemple le plus saillant, pour les surfaces 
du second ordre. Lamé pose d'emblée le type des surfaces 
homofocales, et il établit très nettement et très rapidement, à 
l'aide de la vérification que nous reproduirons un peu plus 
loin, qu'une pareille famille de surfaces satisfait bien à la con- 
dition de risothermie, mais rien ne montre dans son raisonne- 
ment que ce type soit le seul, ni même le plus général, tandis 
qu'il serait intéressant de savoir s'il existe, en dehors de ce type, 
d'autres famille^ du second ordre réalisant également le caractère 
de risothermie. Aussi croyons-nous faire œuvre utile en présen- 
tant pour le même objet, une méthode dinduction rigoureuse, 
basée, elle au contraire, sur des procédés de calcul intégral, 
qui, bien que plus longue et plus pénible assurément, aura 
ce grand avantage de nous fournir en toute certitude la solution 
complète du problème de l'isothermie, relativement à une caté- 
gorie de surfaces déterminée, et nous permettra d'affirmer en 
particulier que, pour les surfaces du second ordre, le type 
signalé par Lamé est bien réellement le seul qui satisfasse à la 
question. 
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A cet effet, représentons par ^(ar, y, z, ^) = 0, on plus sim- 
plement par A = 0, en faisant (f(x^ y, z^X) =^ A^ une équation 
de forme donnée en x, y^ Zy les coefficients étant supposés des 
fonctions indéterminées du paramètre X II s*agit de savoir 
s*il est possible de déterminer ces coefficients de telle sorte que 
la famille de surfaces représentée par cette équation soit iso- 
therme, et, le cas échéant, d^effectuer cette détermination. 

Si nous conservons, dans ce but, notre notation habituelle 
pour les dérivées partielles relatives aux trois variables x, y, z, 
considérées seules comme indépendantes, et la notation usuelle 
avec la caractéristique c) pour les dérivées partielles relatives 
aox quatre variables x, y^ z ei \ considérées simultanément 
comme indépendantes, en différentiant deux fois de suite par rap- 
port à X réquation proposée, et faisant, pour abréger, 

DA , D*A 

— =A' et — .= A", 

DA DA* 

nous obtiendrons successivement, suivant une formule connue, 

DA A .. , A 4 DA 

— ^A'- = 0, d'où - = 7—» 

Dx X X A Dx 

(50) 

^ D'A DA'A IXV A« 

^2 +A" -U- A'--=0, 

Dx Dx X \x/ x' 

OU, en remettant dans cette équation à la place de ^ la valeur 
qui précède, 

D'A 2 DADA' ,/A\« A« 

— r 7 H- A" - + A'---=0; 

Dx« A'DX Dx \xl X* 

d*ou Ton conclura ensuite, en ajoutant les trois équations sem- 
blables, supposées écrites successivement pour x, y, z, 

D'A D'A D'A 2 /DADA' DADA' DA DA'\ 

(51) i ^^^ ^y* ^^^ ^' ^^^ ^^ ^y ^y ^^^ ^^' 

-^ A". AÎA -♦- A'. A,A «= 0. 
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Or, si Ton suppose isotherme la famille de surfaces proposée, 
on devra avoir, en vertu de Téquation ci-dessus (28), en repré* 
sentant par T «» — ¥(X) une fonction arbitraire du paramètre 1, 

(52) -J^ = -iir(A) = T, ou A,A = TAÎX, 

et, par suite, on aura dans le cas actuel 

A". AÎA ^ A' . A,X = (A" ^ TA') AÎA 

en ayant égard à la valoir de A!^ que Ton déduit immédiatement 
de Téquation de droite (SO). On obtient donc définitivement, en 
reportant cette dernière valeur dans Téquation (51), et multipliant 
en même temps par A'S 

I. /D'A D'A 0'A\ . /DA DA' DA DA' DA DA'\ 
A" —-H- — ^- — — 2A' ^ -4- 
\Dx' Dy* Dz*/ \Dx Dx Dy Dy Dz ^z I 

équation qui devra être vérifiée, quels que soient x, y, z, lorsque 
la famille proposée sera isotherme, c'est-à-dire que, si 1 on borne 
Tapplication de cette théorie, comme nous le ferons expressé- 
ment, aux seules surfaces algébriques, tous les coefficients des 
différents termes en x, y, z devront être séparément nuls. 
Or, en raison de la présence des deux dérivées A' et A" dans 
cette équation, la seconde n*y entrant que linéairement seulement, 
il est visible que ces différents coefficients contiendront dans 
leur expression, non seulement les coefficients de Féquation pro- 
posée A <=a 0, mais encore leurs dérivées premières et secondes, 
celles-ci sous forme linéaire seulement, en sorte qub ces derniers 
coefficients, c'est-à-dire nos inconnues, seront ainsi astreints à 
à vérifier un système d*équations différentielles du second ordre. 
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linéaire par rapport aux dérivées seeondes, dont le nombre sera 
égal à celui des coefficients de Inéquation que nous Tenons de 
former (55) (*). 

Si Téquation proposée A «=» 0, supposée algébrique, est de 
degré m, les deux dérivées A' et A" étant du même degré en 
Xf y^ z, les trois termes donc se compose cette équation (S3) 
seront tous trois du degré 3m — % savoir pour chacun 

2m-f-(m — 2)=m-*-(m — l)-#-(m — l)»=t#n-2(m — i)=5m — 2, 

nombre qui, sauf pour tn ^=3 1, sera toujours plus grand que m. 
Le nombre n des coefficients de Téquation proposée, c*est-à-diré 
dés inconnues, sera donc ainsi dans tous les cas moindre que le 
nombre N des coefficients de cette dernière équation (53), ou 
des équations auxquelles devront satisfaire ces inconnues, résul- 
tat auquel il fallait s*attendre a priori, du moment que la condi- 
tion de risothermie constitue pour une famille de surfaces une 
particularité spéciale, et qu*en conséquence il ne sera pas tou- 
jours possible, avec une forme donnée pour Téquation A «=a 0, 
de déterminer ces coefficients de telle sorte que la famille en 
question réalise cette condition, ce qui serait au contraire tou- 
jours possible, si le nombre des équations à satisfaire était égal 
ou inférieur au nombre des inconnues à déterminer (**). De 
plus, le rapport ^-^ , dont la valeur mesure en quelque sorte la 
surabondance du système, croissant constamment et assez rapi- 



(*> On poom i la Térité, si l'on vent, rédaire d'une unité dans tous les cas, et souvent 
de ploiieurs, le nombre des équations k. férifîer, en faisant disparaître un terme (ou éven- 
tuellement plusieurs à la fois) de l'équation en question (53)» par rélimination de ce 
terme (ou de ces termes, lorsque ce sera possible) à l'aide de l'équation proposée A «0 
elle-même, multipliée à cet effet par un facteur convenable. Nous faisons usage de cet 
artifice dans l'exemple ci après II* relatif à la sphère. 

C*) Comme pour m =3! on aura N» n , il est donc certain a priori qu'il existera des 
familles isothermes de plans; et par conséquent, pour le premier ordre, le problème de 
l'isothermie se réduira à déterminer la forme des expressions en \ des divers coefficients 
delà famille de plans: détermination fort imporUnte par les conséquences géométriques 
qu'elle entraîne, ainsi que nous le montrerons, 

Xlll. 42 
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dément avec m (*) à partir de m = 2, cas pour lequel Texcèa 
N — n du nombre des équations sur celui des inconnues est déjà 
égal à 26 (ou 25, suivant que Ton aura disposé arbitrairement, 
ou non, du coefficient du terme indépendant), on voit par là 
qu'il y aura de moins en moins de chances de rencontrer de 
pareilles familles de surfaces algébriques, au fur et à mesure que 
Ton élèvera le degré, ou simplement le nombre des termes, de 
réquation de la famille de surfaces à laquelle on appliquera la 
méthode. 

De ce simple aperçu on peut déduire, en outre, pour le cas le 
plus général, trois conséquences importantes. 
En premier lieu, la solution étant actuellement fournie par un 



(*) En effet, le nombre des termes d'un polynôme complet de degré m k trois variables 
éunt 

si l'on convient, dans l'équation A <» 0, d'attribuer k l'avance pour coefficient an terme 
indépendant une constante quelconque arbitrairement choisie, le nombre n des inconnues 
sera en réalité seulement n ^ ^ {m* -k- 6m -^ H) D autre part, le nombre N des 
termes de l'équation (53), dont le premier membre est un polynôme complet de 
degré 3m — 3, étant 

(3m -i) 3m (3m -1-1) 3m ^ 

et, par suite, le rapport — et sa dérivée ayant en général pour expressions 
ft 

"" — 3 — :; 77, - — ( — 1^3 



— f-U: 

dm \nj 



n m"-*-6m-*-li' dm\nj (m* -♦- 6m -♦- 1 1 )■ ' 

l'on voit, tous les coefficients de cette dérivée étant positifs, que le dit rapport ira con- 
stamment en croissant, pour toutes les valeurs positives de m. Il en sera donc évidemment 
de môme de l'autre rapport, envisagé ci-dessus, ^^^ "^ ; "~ *» lequel croit même assct 
rapidement à partir de mai, car ses valeurs successives pour les premiers nombres 
entiers sont respectivement, d'après l'expression précédente du rapport g , savoir 

!m = l| 2, 3, 4, 5,... 

N — n i ^ S ^12 ,7 „4 



résultat qui rend dès lors très vraisemblable le fait conjectural que nous énonçons 
plus haut. 



Digitized by 



Google 



— 179 — 63. 

système d*équations différentielles ordinaires, et non plus par 
une ou plusieurs équations aux dérivées partielles, la recherche 
des solutions singulières, s'il en existe, sera soumise à une méthode 
régulière et classique (*), ce qui n'avait pas lieu auparavant. 

En second, lieu il est clair que la solution la plus générale de 
la question ne comportera plus ilans le cas actuel, c'est-à-dire en 
restreignant le problème aux seules surfaces algébriques, que des 
constantes arbitraires seulement, et non plus des fonctions arbi- 
traires (sauf, bien entendu, celle figurée par la fonction T), 
comme le ferait supposer le mode d'intégration de l'équation de 
l'équilibre de température A^ô b» 0, emprunté à la Physique 
Mathématique, que nous relatons un peu plus haut. 

En troisième lieu enfin, si Ton excepte le cas de iti = 1 pour 
lequel ou aura N «=» n, toutes les équations du système, au nom- 
bre de N, étant, avons-nous dit, linéaires par rapport aux dérivées 
secondes des n inconnues, si l'on prend n distinctes de ces équa- 
tions, et qu'on en tire les valeurs des n dérivées secondes pour 
les reporter dans les autres équations, on formera, en général, 
un système de N — n équations différentielles du premier ordre 
seulement, qui devront être compatibles pour qu'il existe une 
solution, et auxquelles les n inconnues seront astreintes & satis- 
faire. Or, en supposant que parmi ces équations il en existe 
au moins n qui soient distinctes, l'obligation pour les n incon- 
nues, de vérifier en particulier le système ainsi formé de n de ces 
équations simultanées du premier ordre, montre que, toutes les 
fois que l'on sera parvenu à constituer un pareil système, la 
solution la plus générale du problème ne saurait renfermer, au 
maximum, plus de n constantes arbitraires. Encore n'est-il 
pas sûr que ces n constantes existent bien alors en réalité dans 
la solution, car en supposant obtenue l'intégrale générale de ce 
dernier système avec ses n constantes arbitraires, il faudra que 
les mêmes expressions des inconnues vérifient encore, non 
seulement les N — 2n autres équations du premier ordre, mais 



n Voir, par exemple, Jordan, Cours dAnalyie de VÊcole polytechnique, t. UI, $ iO, 
pp. 44-i6. 
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aussi les n équations du second ordre que nous avions mises tout 
d*abord à part, et qui nous avaient servi à éliminer les n déri- 
vées secondes. Or il est fort possible que la vérification ulté* 
Heure de ces N — n équations, des premier et second ordres» 
ne puisse être ensuite obtenue qu*à la condition d*établir un 
certain nombre de relations entre les constantes introduites par 
l'intégration, relations qui réduiraient par conséquent d*un 
nombre égal le nombre des constantes réellement arbitraires de 
la solution. Le développement du calcul pourra seul trancher 
cette nouvelle question, mais, quelle qu*en doive être la réponse, 
nous sommes toujours assurés à Tavance que la solution la plus 
générale ne pourra comporter qu'un nombre de constantes arbi- 
traires au plus égal à celui des inconnues, c'est-à-dire des coeffi- 
cients de l'équation proposée A «=» 0, nombre qui, pour le degré m, 
sera par conséquent au maximum de ^^-^^)^^'^^^'"'-^^\ Cette 
dernière remarque sera du plus grand secours, comme on le verra, 
pour la solution du problème à l'aide de notre méthode. 

Il est, à la vérité, un cas que nous avons dû laisser de côté 
dans le raisonnement qui précède : c'est celui dans lequel on ne 
pourrait ainsi former, par l'élimination des dérivées secondes 
entre les N équations primitivement posées, qu'un nombre n— -A 
d'équations distinctes du premier ordre, moindre que te nombre n 
des inconnues, et insuffisant par conséquent pour assurer à elles 
seules leur détermination. Mais il est facile de voir que, même 
pour ce cas, une conclusion analogue s'imposera encore en géné- 
ral, si le nombre k des équations ainsi manquantes n'est pas 
supérieur à 2. 

En effet, comme l'on pourra, en général, sans modifier la 
nature ni la définition de la famille de surfaces représentée par 
réquation A = : 

1® Diminuer d'une unité seulement le nombre des coeflicients 
à déterminer de cette équation, en attribuant à Tavauce pour 
coefficient à l'un des termes en particulier une fonction de ^ ou 
une constante arbitrairement choisies, par exemple en divisant 
tous les termes par le coefficient de l'un deux, de manière à 
donner à ce terme pour coefficient l'unité; 



K 
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2* Cela fait, disposer ensuite arbitrairement d*un seul des 
nouveaux eoeflicients, en le prenant, soit pour le paramètre lui- 
même, soit pour une fonction déterminée de ce paramètre sans 
constante arbitraire (en renonçant toutefois dès lors à adopter 
pour paramètre le paramètre géométrique lui-même) ; 

On voit qu^en opérant sur Téquation A^^sO, dont n dési- 
gnait par hypothèse dans les raisonnements qui précèdent le 
nombre des termes distincts en x, y^ z, les deux préparations 
que nous venons de dire, le nombre des inconnues se trouvera 
réduit an — 2. Si donc Téliminalion des dérivées secondes, 
ainsi que nous Tavons expliqué, a procuré un nombre au moins 
égal an — 2 d*équations du premier ordre, et que Tintro- 
duction dans ces équations des hypothèses que nous venons de 
dire n*en fasse disparaître aucune, ces n — 2 équations du 
premier ordre formeront encore un système complet, permettant 
de déterminer ces inconnues avec un nombre n — 2 de con- 
stantes arbitraires, lequel sera par conséquent dans ce cas le 
nombre maximum de celles qui pourront entrer dans la solution 
la plus générale. 

Les mêmes considérations font voir encore que, même pour 
le cas général, c*est-à-dire celui où Félimination des dérivées 
secondes fournira de prime abord un nombre d*équations du 
premier ordre précisément égal à n, ce nombre n, admis tout à 
rheure comme maximum pour les constantes arbitraires de la 
solution la plus générale, pourra encore être réduit de deux 
unités, en supposant que Ton ait effectué au préalable, sur Téqua- 
tion A<=0, les deux préparations indiquées tout à Fheure; et, 
comme le nombre des inconnues, ou des coefficients à déterminer, 
ne saurait être réduit davantage sans préjuger, et par conséquent 
risquer d*altérer, la forme de la solution, il est clair que, dans 
celte dernière hypothèse, les n — 2 constantes d*inlégration, 
introduites par notre méthode dans la solution la plus générale, 
seront alors relativement à cette solution des constantes essen- 
/re//es,c*est-à*dire que leur non^bre pourra bien être augmenté (*), 

(*> Il «8t bien clair, en effet» que si, j^r m probièine particulier, l'on suppose obtenue 
dana ces conditions par notre méthode ane solution renfermant n constantes, et qne Ton 
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mais ne saurait être diminué par aucun changement ultérieur 
du paramètre. 

Si, au contraire, Ton n'a pas eu préalablement cette atten- 
tion, et que Ton ait conservé dans Téquation A «> un coeffi- 
cient indéterminé pour chaque terme, le nombre des constantes 
introduites par Tintégration sera bien encore, en général, égal & n, 
ainsi que nous Pavons expliqué, n étant toujours le nombre des 
inconnues ou des coefficients à déterminer; seulement il est clair 
que, dans ce cas, au nombre de ces constantes, il y en aura deux 
qui seront surabondantes ou non essentielles, puisqu*en partant 
de la forme équivalente de Féquation A «s 0, réduite comme 
nous Pavons expliqué, Ton eût trouvé alors deux constantes de 
moins dans la solution la plus générale du problème (*). 



y remplace ensuite X par /(>), /*(» désignant, par exemple, un polynôme entier de 
degré m à coefficients indéterminés, la solution, sous cette nouvelle forme, contiendra 
alors en apparence n-Mn-f-i constantes arbitraires. U y aura donc alors, entre les 
deux groupes de constantes, successivement introduits dans la solution, une distinction 
fondamentale k établir, distinction que nous exprimerons en attribuant aux premilires 
la dénomination d essentielles, et aux secondes celles de surabondantes, 

(*) Ainsi, par exemple, pour les plans et les surfaces à centre du second ordre, l'on 
n'obtiendra dans la solution que des constantes essentielles, en partant pour l'équation 
A -B 0, au lieu des deux types symétri«]ues qui se présentent les premiers k. l'esprit 

(a) AxH-By-+-C«-i-D=0, Aa?» -♦- By" -h Cs» = K , 

de deux formes d'équation telles que 

(6) ax-^by-^s^X, — "♦■ ^' "*" <^*' = ' • 

a, b, c désignant encore des fonctions indéterminées du paramètre l. 

Mais le faible avantage qu'offrent ainsi les formes analogues k (6), d'une complète 
parité entre toutes les constantes d'intégration, est largement compensé par deux sérieux 
inconvénients, correspondant k l'une et k l'autre des deux conditions sus-énoncées : le 
premier, de présupposer d'une foçon ferme dans la solution l'existence des termes ainsi 
particularisés, et par conséquent d'exclure k l'avance, quand bien même elles existeraient 
en réalité, les solutions particulières pour lesquelles ces termes feraient défaut (pour les 
exemples précités (ot), d'une part les plans parallèles à l'axe des % et ceux menés par 
l'origine, et d'autre part les cylindres parallèles à l'axe des x et les cônes du second ordre 
ayant pour sommet l'origine); et le second de rompre la symétrie entre les trois coordon- 
nées, qui est une condition sine qua non du succès de nos calculs. Aussi nous en tien- 
drons-nous, le plus souvent, k l'équation primitive analogue à (a) malgré le léger défaut 
de pure forme inhérent k la solution k laquelle elle conduira, et sur lequel il suffit 
évidemment d'avoir appelé l'attention du Lecteur, pour qu'il ne présente plus dès lors 
aucune espèce d'inconvénient. 
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Noos Térifierons successivement chacune de ces prévisions, sur 
les diSerents exemples d^application de cette méthode que nous 
nous proposons de traiter, à Toccasiôn de plusieurs questions 
importantes relatives au problème de Tisothermie. 

Le seul cas, dans lequel la conclusion ci-dessus relative au 
nombre des constantes arbitraires fera réellement défaut, sera 
donc celui où, même en tenant compte des considérations qui 
précèdent, Félimination de toutes les dérivées secondes entre les 
N équations primitivement posées ne fournirait qu*un nombre 
n — k d*équations distinctes du premier ordre, moindre que 
celui des inconnues à déterminer, et dans lequel par conséquent 
il faudrait nécessairement leur adjoindre A: de ces équations pri- 
mitives du second ordre pour compléter le système propre à leur 
détermination. Or, comme il sera évidemment possible, en reve- 
nant dans ce cas aux n équations primitives distinctes qui auront 
déjà servi à Télimination des dérivées secondes entre les N équa- 
tions posées, d*éliminer entre elles seules n — A: des dérivées 
secondes, si Ton prend alors précisément les A: équations ainsi 
obtenues pour les adjoindre, ainsi que nous venons de le dire, 
aux n — k équations du premier ordre résultant de la première 
élimination, Ton voit que les n inconnues seront alors détermi- 
nées par un système différentiel de n équations, contenant, avec 
les n dérivées premières. A: seulement des dérivées secondes, et 
qui par conséquent, étant ramené à la forme normale, sera de 
Tordre n -h k : d'où il suit que, pour ce cas exceptionnel, dont 
nous fournirons également un exemple, Tensemble des expres- 
sions les plus générales des inconnues contiendra précisément 
ce même nombre n + A: de constantes arbitraires 

Ce nombre n 4- A* sera donc en même temps, dans ce cas, le 
nombre maximum des constantes essentielles qui pourront entrer 
dans la solution la plus générale, si Ton suppose, encore comme 
plus haut,que Ton ait accompli au préalable sur Téquation proposée 
A =:^ les deux préparations que nous avons indiquées (pp. 64 
et 65); sinon, parmi ces n h- A: constantes, il s*en trouvera 
encore une ou deux qui seront surabondantes, suivant que Ton 
aura négligé de remplir Tune seulement, ou les deux à la fois, 
des deux conditions sus-énoncées. 
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Notons enfin, avant d*aller plus loin, que jusquici, sauf eo 
quelques points secondaires, aucune des considérations qui pré- 
cédent ne vise exclusivement le problème spécial à Toccasion 
duquel nous avons été amené à tes présenter, c*est-à-dire la forme 
particulière de notre équation générale (S3) qui résulte direc- 
tement de celle de Téquation proposée (29), en sorte que la même 
méthode pourrait être appliquée sans doute, avec le même succès, 
à la recherche des solutions algébriques, de forme déterminée, 
de toute autre équation aux dérivées partielles du second ordre, 
à trois variables indépendantes. 

La théorie, que nous venoos d*exposer, laisse complètement 
arbitraire le choix du paramétre géométrique \ c'est-à-dire son 
expression en fonction du paramètre thermométrique 0, ou, ce 
qui revient au même, le choix de la fonction T «=> — Y(X) définie 
par réquation (52), qui détermine précisément cette expression 
par le moyen des équations (32) ou (SS**")- ^{^ général, c*est-&- 
dire sauf le seul cas où Ion prendrait X s» 9 ou T =' 0, les con- 
stantes arbitraires essentielles» dont le nombre maximum est fixé 
par cette théorie, existeront donc dans la solution, en sus ou tnde- 
pendamment de celles qui entreront dans cette dernière expres- 
sion de X que nous venons de dire, et qui seront évidemment des 
constantes surabondantes, à savoir : soit celles qui pourront y être 
introduites à volonté dans chaque cas par la fonction T=a —^C^)» 
puisqu'elle est complètement arbitraire (*), soit simplement les 
deux constantes de définition c et t du paramètre tbermomé- 
trîque (**), lesquelles en tout état de cause y figureront en vertu 
de réquation (32**"), et cela toujours de la même manière, 
c'est-à-dire de telle sorte que le paramètre 9 n'intervienne dans 
cette expression que par la fonction linéaire ti =» a9 + t. 

Dans le cas unique, au contraire, où l'on aura adopté de prime 
abord le paramètre tbermométrique 9 pour variable indépendante 



n Voir la note antérieare de la page 05. 

{**) Car, on les fera disparaître de la solution, d'après ce que nous allons dire à l'in- 
stant, en prenant simplement pour paramètre, k la place de B, la fonction linéaire 
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[ou fnt T «±> dans Téquation générale (55)], il est bien clair 
qQ*au nombre des constames d*inlégration iùtroduites par notre 
méthode, se trouveront alors comprises les deux constantes pré- 
dtées <T et r, lesquelles accompagneront forcément, de la manière 
que nous venons de dire, le paramètre tbermométrique 6, puisque 
le résultat ainsi obtenu directement devra être évidemment le 
même que si Ton eût résolu la question, en appliquant d'abord 
notre méthode à la même équation A >=> avec un paramètre 
géométrique quelconque, puis rapportant ensuite la famille 
de surfaces à son paramètre thermométrique à Taide du procédé 
de Lamé. £*est bien effectivement ce que nous aurons encore 
Toccasion de constater à propos d'un exemple important. 

Disons enfin, en terminant cet exposé général, pour répondre 
à une objection qui se présentera certainement à Tesprit du 
Lecteur, que la multiplicité des équations que Ton sera amené à 
considérer par cette méthode, bien que peu encourageante assu- 
rément de prime abord, ne constituera pas cependant un obstacle 
irréductible è son succès, si Ton a soin de faire usage dans cette 
question d'une notation symétrique et compréhensive, qui per- 
mette d'englober un grand nombre d'équations d'un même type 
sous une formule unique. Nous fournissons une preuve indé- 
niable de cette assertion dans la Note I de l'Appendice qui 
termine ce Mémoire, dans laquelle nous appliquons pas à pas 
nôtre méthode è l'équation la plus générale du second degré, 
pour laquelle le nombre des coefEcients inconnus étant de dix, 
celui des équations à vérifier est de trente-cinq. 

Application de la méthode au plan, et a la sphéhe. — Appli- 
quons donc cette méthode, à titre d'exemple, aux trois classes 
de surfaces les plus simples et le plus fréquemment considé- 
rées, & savoir les plans, les sphères, et les surfaces du second 
ordre en général, ainsi qu'à un type simple emprunté à la caté- 
gorie des équations de degré supérieur. 

I* (Plans). ^ Faisant pour ce cas, ainsi que nous avons dit, 
(53»*-) A = Ax -^ By -4- Cz ^ D, 
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les coeiBcients A, B, C, D, de Téquation A«=>0, étant supposés 
des fonetions actuellement indéterminées du paramétre, nous en 
déduirons, en introduisant pour simplifier les écritures Pineonnue 
auxiliaire S = A« -+- B« 4- C\ 

A' = A'x-4-B'yH-C'zH-D', A"=A"x-i-B'y-4-C"z-i-D", 

/DA\« /DA\« /DA\« h^Ji D'A 3'A 

(54) ( y ^ [ï^l ■*■ \Ti}^^' d1? " ^"*" ^=^' 

DADA' DADA' DADA' ^^, ^^, ^^, 

H 4- -=AA' ^ BB' + CC' = iS', 

\ Dx Dx Dy Diy Dz Dz 

et par suite, en substituant ces valeurs dans notre équation géné- 
rale (53), celle-ci sera dès lors pour ce cas 

— (A'x ^ B'y -4- Cz + D') S' H- ((A" -♦- TA') x -f (B" ^ TB') y 

-♦- (C" -+. TC) z H- D" ^ TD'] S = 0. 

Nos quatre inconnues A, B, C, D seront alors déterminées par 
la condition de vérifier les quatre équations du second ordre 

I — A'S' -4- (A" ^- TA') S « , — B'S' ^ (B" -f- TB') S = , 
^ ^ ( _ C'S' -^ (C" -♦- TC) S = , — D'S' -4- (D" -♦- TD') S = 0, 

lesquelles pourront encore être écrites sous forme de rapports 
égaux 

A" H- TA' B " -4- TB' _ C" -I- TC D" ^ TD' _ S' 
Â^^ "^ F C "^ îr S* 

ou plus simplement, en éliminant des trois premières de ces 
équations la fonction arbitraire T, 

A" B" C" D" S' 
(56) -»^«_=._=--T; 

par où Ton voit déjà qu'après avoir disposé arbitrairement de 
cette fonction T, ou ce qui revient au même, choisi à volonté le 
paramètre géométrique X en fonction du paramètre tbermoroé- 
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trique 0» la solution la plus générale du problème envisagé devra 
renfermer huit constantes arbitraires (*). 

Cela posé» si Ton ne simpose pas tout d*abord la condition 
que la famille de surfaces soit rapportée ft son paramètre ther- 
mométrique, le mode le plus simple dlntégrer le système précé- 
dent (56) sera évidemment de prendre pour la fonction arbi- 
traire T la valeur T <=» |\ auquel cas le dit système se réduira 
par Ift à celui-ci 

A" = 0, B'' = 0, C" = 0, D'' = 0, 

lequel n*admet manifestement d^autre solution que son intégrale 
générale» savoir 

(56*^) A = «A-a, B = 6x— 6, C=ir^ — c, D«Ja — d, 

en sorte qu^en reportant ces valeurs dans Texpression pro- 
posée (53^^) de A» Ton voit que toutes les familles isothermes de 
plans sans exception seront comprises dans Féquation 

(57) («A — a) X -I- (6A — 6) y 4- (rA — c) X H- JA — d = 0, 

ou 

ax -^ by -^ cz -^ d 



(58) 



ùLX -^ ^y -k- yz •*- â 



De cette forme générale d*équation ressort immédiatement 
une conséquence géométrique importante, ft savoir que tous les 
plans qui composent une famille isotherme passent toujours par 
une même droite, qui est Fintersection des deux plans 



ax -^by -¥- ez -^ d=»0, «ur -♦- 6y -♦- yz -♦- o* = 0, 

lesquels font eux-mêmes partie de la famille pour les valeurs du 



{*) Ce premier résultat déjà est parfaitement conforme aux prévisions formulées par 
notre théorie, car le nombre N des équations du second ordre (S5) étant ici égal au nombre 
n des inconnues, le nombre n — ir des équations du premier ordre qu'il est possible de 
former par Télimination des dérivées secondes est dès lors égal à zéro. On a donc dans le 
cas actuel ir « n — 4, et par conséquent le nombre des constantes arbitraires que con- 
tiendra l'eKpreision la plus générale des inconnues aéra R-^ir<BS.4«8(p. 67). 
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paramètre X = et X «a oo • Dans le cas d'une famille de plana 
parallèles» on devra considérer que cette droite s'est transporlée 
tout entière à Tinfini avec Tun de ces plans» car la distance du 
second plan à Torigine grandit infiniment, lorsque dans Texpres- 
sibn (58) Ton fait tendre a, S, 7, simultanément vers zéro, en 
laissant d'ailleurs arbitraires leurs rapports mutuels, c*est-à dire, 
par conséquent» quelle que soit Torientation de ce second plan. 

Cette propriété caractéristique» si nette et si simple» nous sera 
d'un très grand secours dans le chapitre suivant» pour la déter- 
mination des systèmes orthogonaux isothermes» dans lesquels 00 
suppose a priori qu'il existe une famille de plans. 

Si Ton tient» au contraire, à obtenir comme résultat du calcul la 
même famille de surfaces rapportée ft son paramètre thermo- 
métrique» il faudra» d'après la définition (52) de la fonction T» 
faire dans les équations (5K) ou (56)» T = 0» auquel cas elles 
deviendront 

A"_B'' C" D" S' p" 

en introduisant pour la symétrie une seconde inconnue auxi- 
liaire p» qui sera dès lors» comme A» B, C, D» une fonction déter- 
minée du paramètre thermométrique 6. Nous aurons donc i 
présent» en intégrant toutes ces équations une première fois» 

(60) A'«ap', B'«»Cp', C^r9\ D'^tTp'» S = (rp'» 

puis une seconde fois» sauf la dernière» 

(64) A = «p — a, B = €p — 6, C = rp — c, D~â^—d; 

et enfin» en remettant ces valeurs de A» B» C» D dans la dernière 
des cinq équations que nous venons d'écrire» après y avoir rem- 
placé l'inconnue auxiliaire S par sa valeur de définition (54)» la 
dernière inconnue p sera alors déterminée en fonction du para- 
mètre au moyen d'une équation intégrable par quadrature» qui 
nous reste seule désormais à calculer. 
Pour effectuer cette dernière détermination» écrivant»au moyen 
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de8 valeurs (61) de A, B, C^ D, celle (54) de S ainsi qu*il suîl 

(62) Sc«(«p — a)'-4. (6p — 6)' ^ (yp — c)« = Pp' — 2Qp h- R, 
P, Q, R désignant pour abréger les trois quantités constantes 

(63) P==«'H-6'H-r% Q = aa-t- 66 -i-r^î, R ==a'-4-6*-*-c% 
lesquelles donnent suivant une formule connue 

PR_Q' = (a« H-C' + r') (a* -♦-6*^0- («a -«- 66 -f-rc)' 



^^^ * - (6c — r 6)* -4- (ra — cLcY H- (a6 — 6a)', 

puis, mettant cette dernière expression (62) de S sous forme 
d*une somme de deux carrés, qui seront tous les deux positifs, 
en vertu de la valeur qui précède, savoir 

S«i(Pp'-2PQp^PR)«i[(Pp^Q)'-4.PR-Q'J 

(65) 



PR 






et enfin reportant, comme nous l'avons dit, cette valeur dans la 
dernière équation (60), nous obtiendrons, pour déterminer Tin- 
connue auxiliaire p, l'équation 



PR 



L VPR — Q'/J 



ou bien 



P rfp 
I/PR — Q* |/pR— Q* d& 

VprZTqi 



1 1- 



è' 



Mais ceue équation, dans laquelle figure la constante arbitraire a, 
étant désormais la seule que nous ayons à considérer, le premier 
membre est une constante arbitraire indépendante, que nous 
pourrons par conséquent tout aussi bien désigner simplement 
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par (7, et dés lors cette équation devenant ainsi, en séparant les 

variables, 

Pdo 



donnera en intégrant 

/ Pp — Q \ Pp — 

(66) (Td -4- T «=» arc tg / — ou «=■ tang(<ya-4-TV 

^Nl/pRllQi/ |/PR-Q« 

et enfin, en résolvant par rapport à p, 

(67) P = ^ [Q ^ V/PR-Q» Ung (a« + r)] , 

valeur qui est bien réelle, eu égard à la seconde valeur (64), ei 
qu'il n*y aura plus qu*à substituer dans les expressions (61), 
pour avoir celle des coefficients de la famille de plans rapportée 
à son paramétre thermométrique. 

Le rapprochement des formules (S6^^) et (61), trouvées suc- 
cessivement pour ces deux hypothèses, fait voir d'ailleurs que le 
paramétre géométrique X correspondante la première forme (K7), 
considéré comme fonction de 0, n'est autre que cette dernière 
fonction p (67), dont nous venons précisément de déterminer 
l'expression. 

Le résultat, auquel nous venons de parvenir, est susceptible 
d'une interprétation géométrique remarquable,que l'on apercevra 
en spécifiant le choix des axes coordonnés, et prenant pour axe 
des z la droite fixe intersection des deux plans (59), par laquelle 
passent tous tes plans de la famille considérée. 

En effet, si Ton prend, dans cette hypothèse, pour plan des 
yz le second plan (K9), auquel cas le numérateur et le dénomi- 
nateur de l'expression (S8) de X se transformeront alors respect!* 
vement dans les suivants 

ax H- 6y -h cz H- rf « Lx' -H My' , «x h- €y -4- r< -^ <f => Nx', 
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on voit que pour appliquer à Téquation générale de la famille 
isotherme de plans (58), qui sera devenue par cette transfor- 
mation 



(68) A = 



Nx' . N N x' 



les formules de la théorie qui précède» il faudra faire à la fois 
dans ces formules 

o=L, t«=M, c = 0, d = 0; a = N, € = 0, y==iO, (^=0; 

et par suite aussi, d*après les déflnitions (63), 

I P«N% Q«NL, R=-L'h-M% 

} PR — Q'-rNML'H-M') — N»L' = N*M\ 

L'expression (67) de p, à laquelle nous sommes arrivés tout à 
Pheure, deviendra donc avec ce choix des axes, 

(W*^) P ^S^[N^ -^ NM langH H. t)] = ^+ ^lang (c9 ^ r), 

et comme cette fonction p (67) se confond, ainsi que nous Tavons 
remarqué, avec le paramètre X de la forme d'équation (58), 
nous trouverons par suite, en effaçant maintenant les accents, par 
la simple comparaison des valeurs égales (68) et (68^'*), pour 
Téquation de la même famille de plans rapportée ft son para- 
mètre thermométrique, dans la nouvelle hypothèse, 

(69) ^==tang(cr«H.T), 

équation qui pourra représenter dès lors, aussi bien que la 
première forme (57) ou (58), toutes les familles isothermes de 
plans sans exception, et qui montre en outre que le paramètre 
thermométrique, relatif à chaque plan d une semblable famille, 
D*est autre que l'azimut de ce plan par rapport à un certain plan 
de la même famille, pris pour origine. 

A la vérité, d'une part, ce dernier type d'équation (69), qui 
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n'est autre que la première solution particulière (44) relative 
k la catégorie des cônes, avait bien été déjà signalé par Lamé, 
comme définissant une famille isotherme, et, d'autre part, notre 
type général (58) pouvant inversement être déduit de celui-ci 
rien qu'en y effectuant un simple changement de coordonnées 
rectilignesy la direction des nouveaux axes demeurant cette fois 
arbitraire, et y faisant en même temps l ==> tang (oO + r), le 
procédé de Lamé exposé plus haut (pp. 35-37) permettrait en- 
suite d'arriver sans peine à la relation, entre les deux paramètres 
(géométrique et thermométrique) de la famille de surfaces, que 
nous avons trouvée ci-dessus. Mais il faut bien fah*e attention 
que ce procédé de Lamé, excellent pour vérifier Tisothermie de 
la famille de surfaces ainsi donnée, et pour découvrir la relation 
que nous venons de dire (*), n'eût renseigné en rien sur la forme 
de la solution la plus générale, forme que l'on eût pu croire dès 
lors beaucoup plus compliquée, ni sur le nombre des constantes 
qu'elle devait renfermer. Ainsi, par exemple, une présomption, 
fondée sur l'analogie avec la forme que nous avons annoncé déjà 
devoir trouver pour la solution la plus générale relative au second 
degré, mais non justifiée par l'événement, eut sans doute amené 
à penser que pour le premier degré cette solution générale devrait 
être la suivante 



O+A 6-*-x C-l-A 



= A, 



avec laquelle, les coefiicients étant alors des fonctions du 
deuxième et du troisième degré en X, aucune propriété caracté- 
ristique analogue à celle que nous avons signalée n'eût alors 
existé. 

En supposant donc que l'on fût arrivé à l'aide de la seule 
transformation des coordonnées, comme nous venons de le dire, 
à la forme d'équation (57), aucune indication, en dehors de la 



f) I^OQS effectuerons ce calcul à la fin du Chapitre, en m6me temps que deux autres 
analogues, comme confirmation des résultats obtenus par notre méthode, avant de les 
formuler en théorèmes que nous aurons fréquemment l'occasion d'invoquer dans le cours 
de cette Étude. 
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méthode que nous avons proposée, n*eât permis de croire que 
Ton n'eût obtenu ainsi la solution la plus générale de la question, 
et dispensé par conséquent de rechercher d'autres types que la 
forme (58) pour l'expression du paramètre X. 

Aussi Lamé n'indique-t-il, à titre de famille isotherme de 
plans, les deux solutions ci-dessus (69) ou (44), et (49), (dont la 
seconde est manifestement un cas limite de la première), qu'inci- 
demment (*), et comme faisant partie de systèmes orthogonaux 
triplement isothermes dont il s'occupe, et non pas dans l'énumé- 
ration et l'examen successif qu'il fait, au début de sa théorie, des 
différentes familles isothermes de surfaces (**). Mais il ne signale 
nulle part l'équation (S7) comme étant la forme la plus générale 
de la solution pour les familles de plans, ni à plus fprte raison 
l'équation (69) comme représentant l'expression la plus générale 
du paramètre thermométrique, ainsi que nous venons de le 
faire, expression que son procédé ne lui permettait d'obtenir 
qu'en supposant la forme de la solution la plus générale préala- 
blement connue. Ce premier exemple, si simple qu'il soit, 
témoigne donc déjà d'une façon irrécusable de l'utilité de la 
méthode, qu'après celte due à Lamé, nous avons proposée pour 
aborder le problème de Tisothermie. 

IP (Sphères). — Pour ce second exemple, sachant que dans 
tous les cas l'équation de la surface contiendra un terme en 
(x' -h î/* -+- z^) qui comprendra l'ensemble des termes du second 
degré, nous donnerons — ^ pour coefficient à ce terme, et fai- 
sant alors 

A «= Ax H- Biy ■+- C« -♦- D — i (x* ■+- y' -♦- z') , 
l'équation A ==> sera évidemment l'équation la plus générale 



n Lamé, Leçons sur Us Coord. Curv., S XXXII-XXXIU (pages 5â-54y, et S XCIX 
(page 479). 

(**) Lamé, Leçons sur les Fonctions inverses, etc., SS IH, VI-X et XIII .'pages 4, 6-43 
et ilA9!. Les différentes familles de sorraces qu'il passe ainsi en revue dans ces pages 
sont an reste toutes du second ordre, et ne sont que des cas particuliers, ou des cas-limites, 
de la solution remarquable découTerte par lui et formulée en dernier lieu, à savoir celle 
des familles de surfaces homofocales. 

Xllh 15 
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(l*une famille de sphères. Or, cette expression de A doonam 

A'=A'x-*-By-*-C'«-+.D', A" = A"x-*-B"t/4-C"z-*-D", 

DADA' DADA' DADA' , w /« «, x^ 

-*. -f- ={A— X A'-t-(B - w)B'-+-(C— 2)C' 

D^ Dx Dj/ Dy D« Djf . ^ ^ 

— AA '^BB .4-CC -f-D'^A', 

/DA\« /DA\' /DA\« 

m (d * U - y -•(A-a:)'-(B-y)«MC-«)' 
= A« H- B« -*- C - 2 [Ax H- By 4- Cz — i (x« -^ y' -4- z*)] 

= A»-i.B* + C'-+-2D — 2A, 

D'A D'A î^'A^ 

Dx^ D/"*'dz*" ' 

si nous convenons encore cette fois de prendre le paramètre 
thermomélrique pour variable indépendante» ce qui équivaudra 
& faire de nouveau la fonction arbitraire T<=0, et si nous 
tenons compte en même temps de Téquation proposée A = 0, 
en vue d éliminer le terme en («* -h y' h- «*), auquel nous * 
avons attribué à l'avance un coefficient déterminé (et qui ne doit 
pas dès lors intervenir dans les conditions qui déterminent les 
coefficients des autres termes), notre équation générale (S3) sera 
dans le cas actuel 

^3A'«-.2A'(AA'+BB'-^CC'-f.D'-A')+A"(A'-f.B'H.C'-+-2D)«0, 

ou simplement, en réduisant, et remplaçant A' et A" par leurs 
valeurs (70), 

(A'x-*-B'yH-C'z-4-D')'-2(A'x^ B'y -*- Gz -♦- D')(AA'-+-BB'-*.CC'-*.D') 

-+- (A"xH.B"y H-C"z-«-D") (A' -^ B« ^ C 4-2D)=0. 

Or, tous les termes du second degré, en x, y, z, qui provien- 
nent tous du seul premier terme A'^, devant disparaître séparé- 
ment, il sera nécessaire que Ton ait tout d'abord 

(71) A.= 0, B'=»0, C'=-0, ou A = o. B = 6, C = c, 
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ce qui réduira dès lors la même équation à la suivante 
— D'« — 2D • H. D' (a' ^- 6' H- c' ^ 2D) = 0, 
ou plus simplement celle-ci 

(72) - 3D'* -^ D ' (P -♦- 2D) « , 
en représentant, pour abréger, par P la constante 

(73) /* = a«-+-6'4-c«, 

et dès lors cette même équation, étant intégrée deux fois, nous 
fournira Texpression du dernier coefficient D en fonction de 0. 
Cela posé» si Ton ne tient pas tout d*abord à ce que la famille 
de surfaces soit rapportée à son paramètre tbermométrique, on 
pourra prendre pour paramètre géométrique X ==■ P h- 2D, 
D étant précisément la fonction qui résulterait de Fintégration 
de réquation du second ordre (72), et alors^ comme d*une part 
réquation A = pourra évidemment s'écrire avec cette hypo- 
thèse, et en tenant compte de la valeur de définition (73) de P^ 

(74) (X — a)'-i-(i/ — 6)« + (z-c)«=A, 

et comme d'autre part les trois équations (71), qui déterminent 
dans le cas actuel les trois coefficients A, B, C, n'admettent encore 
évidemment pas d'autre solution que celle que nous avons 
adoptée, il s'ensuit dès lors que cette dernière équation r^ré- 
sente certainement de nouveau toutes les solutions possibles du 
problème, et que, par conséquent, toute famille isotherme de 
sphères se compose exclusivement de sphères concentriques. 

Cette première conclusion nous sera également très utile 
dans le Chapitre suivant pour la recherche qui fait l'objet de ce 
Mémoire. 

En second lieu, si l'on désire au contraire résoudre complè- 
tement la question dans les termes mêmes où nous Pavions posée 
tout d'abord, c'est-à-dire obtenir comme solution la famille de 
surfaces rapportée à son paramètre thermométrique, l'équa- 
tion (72) étant écrite, en la divisant par D'(P -h 2D), 

5 2D' D' 

-♦- — = 0. 

Il l* -♦. 2D D' ' 
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donnera, en intégrant iine première fois par quadrature, 

. -^Iog(P + 2D) ^ logD' = log(-<r), 

ou, en repassant aux nombres, et changeant ensuite les signes 
des deux membres, 

— D' (/*-*- 2D)""=<r, 

et enfin en intégrant une seconde fois par quadrature 

i 



(f -H 2Dj *« (7d -^ T ou P -4- 20 = 



{a6 ^ T)* 



Et par conséquent, en reportant cette valeur, à la place de X, au 
second membre de Téquation (74) dans lequel nous avions fait 
par hypothèse l = P •+• 2D, cette même équation (74) deviendra 
définitivement sous la forme demandée 

(7Î5) (x — a)»-*.(y--6)«H.(z-c)*-= ' 



(<r6 -♦- t)' 

laquelle montre à son tour que le paramètre thermométrique 
(rO + T est simplement, pour chaque surface de la famille» 
rinverse du rayon : résultat que fournirait à la vérité le procédé 
de Lamé, appliqué à Téquation (74), ainsi que nous le vérifie- 
rons à la fin de ce Chapitre, mais à la condition d^étre parvenu 
préalablement à cette même forme, pour la découverte de laquelle 
cette méthode ne -procure aucune indication, et laisse de nou- 
veau par conséquent, même dans ce cas si simple, ta solution 
véritable du problème de Pisothermie complètement indécise. 

Application de la méthode aux surfaces du second ordre, et a 
UN TYPE D^ORDRE SUPÉRIEUR. — III" {Surfaces du 8€cond ordre en 
général). — Pour ce troisième exemple plus compliqué, en vue 
d^arriver plus facilement et plus rapidement au but, nous divi- 
serons la question, et nous envisagerons tout d*abord un cas 
particulier seulement du problème, en astreignant à Tavance 
toutes les surfaces composant la famille à deux conditions spé- 
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ciales, qui pourront fort bien ne pas se trouver remplies dans 

le cas général, à savoir : 1** d'avoir toutes un centre qui soit 

le même pour toutes les surfaces, et que Ton pourra prendre 

dès lors pour origine des coordonnées; 2^ d^avoir également 

tontes les mêmes plans principaux, que nous adopterons sembla* 

blement pour plans coordonnés, en sorte que pour ce cas, en 

représentant toujours par A ==> Téquation de la famille en 

question, nous aurons alors pour la fonction A une expression 

de la forme 

(•) 
(76) A « Aa;« -+- Btf ^. Cz« — H , 

les coefficients A, B, C, H étant des fonctions du paramètre, 
qu'il s'agit de déterminer par la condition que la famille de sur- 
faces A = soit isotherme. 
Pour cela, tirant successivement de la valeur qui précède 

DADA' DADA' DADA' 



(77) 



:i(AAV+BBy-*-CCV), 
Dx Dx Dt/ Dy Zz ^Z 

D'A D'A D'A 

— -4- — ^ — =n2(AH-B + C), 

Dx« Dy* Dz» ^ ' 

et reportant ces valeurs dans Téquation générale (S5), celle-ci 
sera dans la question actuelle 

( (AV-f-By+CV -H')«.î2(A-*.B-hC)-2A'.4(AA'x'-f-BBy-^CC'z«) 
^ ' I ^ (A"+TA').4(AV -4- By + CV)=0, 

équation dont le terme indépendant dex, y,js peut être écrit dès 



(') Noas écrîTons H pour terme constant et non pas i, comme on le fait généralement, 
afin de pouvoir comprendre éTentuellement dans notre résultat la Tariété du cône qu 
nous échapperait avec l'autre hypothèse. La valeur que nous rencontrerons pour ce coef^ 
ficient H nous sera d'ailleurs utile à un antre point de vue un peu plus loin. 
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maintenant, el fournira tout d^abord» étant égalé k zéro» la pre- 
mière condition 

— H" . 2 (A H- B H- C) == 0, 

à laquelle on ne pourra satisfaire qu*en faisant, soit H' «=> 0, soit 
A + B -f- C =3 0. Or, le second de ces deux modes de solution, 
établissant a priori entre les coelBcients une relation indépen- 
dante du paramètre» constitue évidemment pr là même une 
restriction de la forme d*équation primitivement proposée, et ne 
saurait appartenir dès lors à la solution la plus générale du pro- 
blème envisagé. 
Le premier mode de solution, au contraire, savoir 

(79) H'==0, ou H» A, 

h étant une constante arbitraire» n'introduit aucune restriction, 
du moment que Ton peut toujours, comme nous Tavons remarqué, 
attribuer ft Ijin des termes en particulier un coefBcient arbiu^i- 
rement choisi; c'est donc cette solution qu'il nous faut adopter. 
Cela posé, les expressions ci-dessus (77) de A' et A" se rédui- 
sant, par ce premier résultat, aux suivantes 

(80) A' « A V -f- By ^ CV, A" =» A'V -f- B y ^ C'rS 

si nous convenons encore, comme pour Pexemple précédent, 
d'adopter pour paramètre le paramètre thermométrique lui- 
même, l'introduction de la valeur précédente (79) de H', ainsi 
que de l'hypothèse T^^O dans l'équation primitivement posée 
(78), la transformera dans la suivante 

(A x'-^ By-+-C'«7.2 A-+-B -^ C)— 2a'.4 (AAV^ BBVh-CCV) 

-♦- A".4 (AV -♦- By ^ CV)=0, 

ouy en divisant par 2, puis remplaçant alors A' et A" par leurs 
nouvelles valeurs (80), et faisant en même temps, pour simplifier 
l'écriture A -t- B h- C = S, 

(A V -f- By -H CV) [(A'x» + py ^C'2')S -4(A A'x'-HBBy -•- CCx*)] 
H- (A'V^B'y +-C '2').2(AVH-By4-C*2»)-0, 
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OU encore, en ordonnant dans Fintérieur des crochetSy 

( A V H- ey ^- Cz^) [(S — 4A) A V -^ (S - 4B) By -*- (S — 4C) C V] 

^ 2 (A"x' ^- B'y -+- c V) (AV -*. ey -♦- c'O = o. 

Dès lors, en effectuant les produits pour chacune des deux 
lignes séparément. Ton trouvera 

(S - 4A) A V -♦- (S — 4B) B'y -*- (S — 4C) Cz* 

-♦- 2B'C' |S - 2 (B 4- C) jyV -*- 2C'A' |S ^ 2 (C -h A)} zV 

H- 2A'B' I S — 2 (A H- B) j xy 

-*- 2 [a';a«x* ^ B"By H- c"c««* 

-*- (B"C» ^ C"B^ y V + (C'A' ^ A"C«)z V-*- (A"BV B"A*) xy ) « 0, 

et, en fin de compte, si Ton a égard à la valeur de définition de S, 
posée tout à Thcure, qui donne 

S-2(B-^q=2A-S, S-2(C>.A)=2B— S, S— 2(Ah.B)--2C— S, 

Ton obtiendra, en ordonnant le tout par rapport à x, y, z, pour 
noire équation générale (53) dans le problème actuel : 

I (S — 4A) A''-^ 2A"A' j X* +- { (S — 4B) B''-+-2B"B» j y* 
H-|(S— 4C)C''H.2C"C'jz* 
(81) j ^ 2 1 (2A - S) B'C -♦- B"(? -♦- C"B' j y^z^ 

■+- 2j(2B - S)C'A'-^ C"A« H-A"C'(zV 
-+- 2 j (2C - S) A'B' -4- A"B' ^ B"A« j xy = 0. 

Par conséquent, en vertu de la théorie que nous avons exposée, 
les trois coefficients A, B, C, qui nous restent seuls à déterminer, 
devront vérifier les six équations simultanées du second ordre : 

!(S-4A)A''-h2A"A« = 0, (2A— S) B C'-i-B"(?+C"B«=.0, 
IS-4B) B'«+2B"B'=0, (2B— S) C'AVC'A'^ A"(?«0, 
(S— 4C) C'«4-2C"(? = 0, (2C— S) A'B'-t-A"B*H-B"A««0. 

Or, si des trois de gauche Ton tire les valeurs 

I A* I B" 1 C^ 

(83) A"--(4A-.S)— . 9" = ^(^^-^>F' ^"==2^^^""^^^' 
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pour les reporter dans les trois autres du groupe de droite, Ton 
formera les trois équations du premier ordre seulement 

(2A-S)B'C'^ l(4B-S)^'.C«+i(4C-S)~ B« = 0, 

(84) { (2B-S)C'A'-^ ^(4C-S) ^. A«^ 1 (4A-S) ^. C« = 0, 
(2C-S)A'B'4. i (4A-S)^\ BV i (4B-S) ^- A' == 0, 



qui, étant divisées respectivement par B'C*, C*A*, A*B*, se trans- 
formeront dans les suivantes 

' B'C i B' i €'• 

(2A-S)— H.-(4B-S)-^-(4C-S)-=0, 

C'A' i C** 1 A** 

(2B-S)— .-(4C-S)--.-(4A-S)- = 0, 

A'B' I A'« i B** 

(2C-S)^, - 2(4A-S)--K-(4B-S)- =.0. 

et ne contiendront plus alors, en fait de dérivées, que celles des 
inverses des inconnues, attendu qu*elles pourront s'écrire, en 
les multipliant par 2 : 

/ (4A-2S) (B-'X (C-«y^(4B— S) (B"*)'» ^ (4C- S) (C"*)'* = 0, 

(85) ) (4B— 2S) (C-*)' (A-«)'-f-(4C— S) (C-*)'« h- (4A— S)(A-*)'« = 0, 

( (4C— 2S) (A-*)' (B-«)'^(4A-S)(A-*)'« 4- (4B-S) (B"*)'* = 0. 

Sous cette nouvelle forme, on reconnaît dans ce groupe trois 
équations linéaires et homogènes (au point de vue algébrique) en 
A, B, C^ eu égard à la définition de S, qui pourront être sub- 
stituées pour la détermination des inconnues au groupe de 
droite des six équations (82), et qui devront nécessairement être 
compatibles pour qu'il existe une solution du problème : condi- 
tion qui revient à dire que leur déterminant D devra être nul, 
du moment que le système de solution A^^O, B = 0, Ce=:0 
est évidemment inadmissible dans la question actuelle. Si donc 
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régalité ainsi posée n'est pas d'ores et déjà identiquement satis- 
faite, elle constituera !dans ce cas une nouvelle équation du 
premier ordre qu'il faudra adjoindre par conséquent aux trois 
équations précédentes (85), qui par cette nouvelle condition se 
réduiront alors à deux seulement. Si, an contraire, cette même 
égalité D = n'est autre chose qu'une simple identité, ce qui 
signifiera que ces trois mêmes équations ne sont pas distinctes, 
il y aura lieu de voir si elles se réduisent à deux ou à une seule, 
et, si Pon tient à conserver 9 pour paramètre, de leur adjoindre 
une ou deux équations, suivant le cas, prises comme l'on voudra 
dans le groupe de gauche (82), en vue de compléter le système 
nécessaire à la détermination des trois inconnues A, B, C, puis- 
qu'alors, avec la variable indépendante 0, ces inconnues ne 
pourront être déterminées à l'aide d'un système du premier ordre 
seulement. 

II y a donc lieu tout d'abord, soit pour compléter, soit pour 
préciser simplement la position de la question, de calculer effec- 
tivement le déterminant des équations précitées (85). 

Si, dans ce but, après y avoir remplacé S par sa valeur de 
définition A + B + C, on les ordonne par rapport à A, B, G, 
le groupe en question (85) se présentera sous la forme des trois 
équations linéaires 

!L,A -^M,B-*-N|C=rO, 
M-^ MjB^ N,C = 0, 
les valeurs des divers coefficients étant les suivantes : 



(87) \ M,=[(C )-(A )J , i,_|(A-.)'+(C-')']«-4{A-r, 

«.-L(A ) (B )J, M,=|(B-')'+(A-')']»-4(B-')' 
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Or, si nous convenons de faire, dans cette question seulement, 
pour faciliter i*écriture des calculs, d'abord 

(88) « = (A-')' . 6 = (B-Y , y = (C-)' . 
puis, cela étant admis, 

(89) p = 6 — y, q=,y^a, rc=a — 6, 

quantités qui vérifileront dés lors identiquement la relation 

(90) p ^ ç -♦- r = , 

nous obtiendrons très facilement, avec ces notations, à la place 
des expressions (87), en même temps que Lfi^ap^, pour valeur 
des deux autres coefficients de la première équation (86), 

M| = (6 -i-r)' — -ie* =» (6 — r)' — 46 (6 - r) = p' — 46?. 
N,==(r-*-6)«-V=(r — 6)*^4r(6 — r) = p'-t-4rp, 

en sorte, qu^en remarquant sur la forme (85) que ces trois 
équations se déduisent les unes des autres par la permutation 
des trois lettres A, B, G, qui entraîne dès lors celle des trois 
autres lettres a, 6, /, et par suite aussi des trois autres p, 9, r, 
les trois équations en question (86) pourront être représentées 
par la forme abrégée 

(9i) p$«3 0, 7^=0, rr!R = 0, 

$9 9» (9t » désignant de nouveau les expressions linéaires 

(92) ! ^- ^,A -h 3\Lfi -♦- e%,C, 

( ^=: ^,A ^ JR.3B -♦- âftjC, 

dont les différents coefficients auront cette fois pour valeurs 

-Ci = p, 3îli«=p — 46, OT)i=p-t-4r, 

(93)^ ^,«==9 -4- 4a, JTCi«=7, ai>i = 7 — 4r. 

^,= r — 4a, t/rii «= r -+- 46, Sfii = r\ 
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87. 



et le déterminant D des équations (86) ou (91), qu'il s*agit de 
calcuieri aura donc pour expression 

(94) D^pqrr.A, 

A étant celui des expressions précédentes (93), savoir 

(95) A« ^.JTL, ^'>. =) + JTL» {Sfl>i 4". — -Ci Sft^) 

^, Jïts 3ï»s l -*- Sft^z i^i DK,-Jïli 4".). 

Or, on trouvera sans peine, à Taide de ces valeurs (93), 



(96) 






«Ho» ifL» Cl désignant encore les expressions 

(97) 



cHo = — 67 -f- yr -I- 46y , 
l(î> = — rr -•- ap -4- 4r« , 
G = — «/i ^ 67 -♦- 4«€, 



dont nous représenterons par S la somme, savoir 

1 c=r ji» -♦- ||5> -^ G « 4 (6y -^ y« ^ «6) 

=a 4a6y I - i 1 1 1 

Va 6 y/ 



(98) 



et qui pourront alors être écrites plus simplement, h Taide de 
cette dernière quantité, 

(99) Jl,=iS + 6y, ifi> = iSH.r«, G = î5-t-a6. 

Cela étant admis, Ton trouvera très aisément par le moyen des 
valeurs (98), (96), et (93), 

A « 4 [ei^3 -4- lfi> JILs •+- GST-'s] 

«= 4 [cA, (r— 4a) ^ ilb (r ^ 46) 4- Gr} 
— 4[(,A, ^ lih-^ Or ~ 4«4a -^ 4€Ul>], 
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c'est-à-dire, en tenant compte alors des valeurs (98), (89), 
et (99), 

(400) A = 4 [S (« — 6) — 4a (I S 4- Sx) 4- 4€ (IS ^ ra)J =0; 

et par conséquent, en vertu de l'égalité (94), le délerminant D 
des équations (86) ou (85) qu'il s'agissait de calculer sera, lui 
aussi, identiquement nul. 

Nous nous trouvons donc pour ce problème dans le cas 
d'exception signalé dans l'exposé de notre méthode générale, 
dans lequel les équations formées par l'élimination des dérivées 
secondes sont en nombre moindre que celui des inconnues, 
puisque l'on voit ainsi que les trois équations du premier ordre 
(84) ou (85), obtenues de prime abord par cette élimination, ne 
sont pas distinctes, et dès lors sont compatibles, sans qu'il soit 
nécessaire de leur adjoindre à cet effet aucune condition ou 
équation nouvelle; et comme par ailleurs les trois mineurs (96) 
du déterminant A ne soht pas identiquement nuls, ainsi qu'il 
appert des valeurs (99) et (98), il résulte en outre de ce calcul 
que ces mêmes équations se réduisent non pas à une seule, mais 
bien à deux équations distinctes. 

En conséquence, d'après notre théorie générale, d'une part, 
si l'on renonce tout d'abord à conserver pour variable indépen- 
dante le paramètre thermométrique lui-même, en adoptant pour 
paramètre géométrique l'une des trois inconnues A""*, B~*, C"*, 
ces deux équations du premier ordre suffiront alors pour déter- 
miner les deux autres (pp. 64-65), et par conséquent il ne pourra 
entrer avec cette hypothèse dans les expressions les plus géné- 
rales de ces inconnues plus de deux constantes essentielles. 
D'aulre part, si l'on tient au contraire à obtenir comme résultat 
du calcul l'équaiion de la famille de surfaces rapportée à son 
paramètre thermométrique, comme il suffira dès lors d'adjoindre 
à ces deux équations du premier ordre une seule équation, 
empruntée au groupe du second ordre conservé (82) ou (83), 
pour compléter le sysjlème nécessaire à la détermination de nos 
inconnues, d'après ce que nous avons dit, l'ensemble des expres- 
sions les plus générales des quatre inconnues A, B, C, et H devra 
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contenir celte fois un nombre de constantes arbitraires au plus 
égal àn-*-1=4-+-î=8(p. 67), en y comprenant alors obli- 
gatoirement les deux constantes o- et t du paramètre thermomé- 
trique (pp. 68-69). Dans un cas comme dans Fautre, d'ailleurs, la 
constante h ne sera pas, relativement à Téquation de la famille 
de surfaces, une constante essentielle, du moment que nous 
n*avons pas disposé à Favance, ainsi que nous Pavons expliqué, 
de Tun des coeiBeients de Téquation proposée A =» 0, ou, ce qui 
revient au même, du moment que nous avons laissé dans 
Texpression (76) de A un coefficient indéterminé pour chaque 
terme (pp. 64 et 66). 

Dans cette pensée, partant de ce fait que nous avons déjà 
remarqué, que le groupe du premier ordre en question (84) ou 
(85) ne contient, en fait de dérivées, que celles des inverses de 
A, B, C, nous adopterons dès lors pour inconnues, comme il 
semble naturel, ces dernières quantités à la place de A, B, G, en 
les introduisant également dans le groupe de gauche du second 
ordre (82), & Taide de formules telles que 

,0., (v,.=^'. ,-r-(^y-.i;^i^. 

f 

qui permettront d'exprimer A' et A" en fonction de A"*, (A~*)', 
(A"')", et de même pour les deux autres inconnues B et C. 
A cet effet, développant la première de ces équations (82) de 
la façon suivante 

SA" — 2 (2AA'* — A"A') = 0, 

puis la divisant par AS ce qui donnera 

A'« 2AA'*— A*A" ^ 

nous l'écrirons, en vertu des formules préeédentes (101), ainsi 
que les deux autres de gauche (82), sous la forme 



(«02) 



I S (A-«)" — 2 (A-*)" = 0, S (B-'J" — 2 (B-*)" = , 



/'l S(C-V' — 2{C-')"=0. 
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Cela fait, revenons au groupe du premier ordre envisagé tout 
à I*beure, et considérons-ie de nouveau sous la forme (91), dans 
laquelle chaque équation est composée de deux facteurs, diffé- 
rents pour chacune, savoir, p, 9, r d'une part, et $, ^, A de 
l'autre. Partant alors de ce fait, que ces trois équations doivent 
se réduire à deux, nous observerons que Ton pourra satisfaire 
aux deux équations que Ton aura choisies pour tenir lieu de ce 
groupe, de trois manières différentes, savoir : ou bien, en pre* 
nant dans chacune des deux le premier facteur; ou encore, en 
prenant dans Tune le premier facteur, et dans Tautre le second; 
ou enfin, en prenant dans Tune et l'autre le second facteur. Nous 
allons examiner successivement, mais dans Tordre inverse de 
celui où nous les avons énumérés, ces trois modes différents de 
solution. 

1* • Deux des trois quantités % ^, Si. sont supposées nulles», 
— Alors la troisième le sera aussi nécessairement en vertu de 
ridentité A = (100), qui exprime que les trois équations 
$«3 0,^ e=» 0, <R «a ne sont pas distinctes, et par conséquent 
réquation restante (91) se trouvera satisfaite d'elle-même. Récri- 
vant alors, ainsi qu'il suit, le groupe du second ordre (102) 

M03) is«<^- = ^i:l' Q.= ' 

en introduisant pour la symétrie une inconnue auxiliaire p, 
d'une part nous obtiendrons, en intégrant les trois dernières 
de ces équations, 



i _ 1__ _. 1 



OU encore avec les notations (88), 

(104) «=(A-Y--L, 6.=(B-)=j-î-. r=(C-)'«-L; 

et, d'autre part, les deux équations qui constituent l'hypothèse 
particulière actuelle, soit ÎP = et ^ = 0, par exemple, étant 
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mises à Paide des expressions (96) sous la forme de rapports 
ég^nXf fourniront, eu égard à la valeur précédente (103) de S, 
la suite d*égalités 

A B C A-^B-4-C 2p' 
(105) _ = —« — = ==J-, 

cXo ifi) G o«D-^ift>-^G s 



d'où nous pourrons tirer les valeurs de A, B, G, ou mieux celles 
de leurs inverses, savoir 

(106) A-' = -^l. B-«--^l. C-« = ^l. 

. ^ cXoV 11}, 2/. GV 

Or, si Ton fait pour un instant 

a -♦- 6 -♦- c = s, (o — p) (ft — p) (c — p) = F (f)). 

la seconde expression (98) et les suivantes (99) devenant, 
lorsque Ton y introduira les valeurs actuelles (1 04) de a, 6, y, 

4 s — 3p 

5 = r-. rr -(a — p-t-6— p-t-C — p)=4 



(o-p)(i-p)(c-p)^ <- •■ •" F(p) 

Ti^r m^'-'^-''-^^ — Fi; 

b — 4p ^ « -f- c — 4p 



F(p) (6-p)(c-/>) F(p)^ '' ''' F(p) 



^< 



PO») F(P) 



les valeurs précédentes (106) de A~*, B~', C~' seront donc, étant 
exprimées à l'aide de Tinconnue auxiliaire p et de sa dérivée, 

(,07) A- = llîllM,. B-'=iii=M, C--.^(— ^"^ 



(«-♦-a— 4p)p' («-t-ft— 4p)p' (sH-c— 4p)p' 

Cl par conséquent, si Ton introduit ces valeurs dans les trois 
intégrales premières (104) obtenues tout à Tlieure, Ton voit que 
la seule inconnue p qui nous reste actuellement à déterminer 
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devra vérifler simultanément trois équations différentielles du 
second ordre du même type (la variable indépendante étant 6, 
par hypothèse), savoir 



(^°«) rf7 



2(»-5p) 



9 — 9 



dans laquelle on devra faire successivement g = 0,6, c. Or cette 
dernière équation étant évidemment de la forme 






M et N étant des fonctions de p, 5, et 9, il est clair que, sauf la 
solution banale ^ = ou p = con5r. qui ne saurait être admise 
dans la question actuelle, car elle donnerait à la fois par les 
égalités (105) (S étant alors une constante différente de zéro), 
A => 0, B = 0, C = 0, toutes les solutions propres de cette der- 
nière équation (qu'elles soient générales, particulières, ou singu- 
lières), seront de la forme p=-0 (9, s, g), et par conséquent p ne 
pourra satisfaire simultanément aux trois équations différentes 
du type (108) qu'à la condition de supposer en même temps 
gf = a =5 6 = c. Et comme celte supposition rendra évidemment 
égales les trois valeurs (107), et par suite aussi leur trois dérivées 
a, 6, y, ou, ce qui revient au même, entraînera les conditions 
A = B = C, et p =0, 9 =3 0, r = 0, il est clair dès maintenant^ 
d'une part, que le premier mode de solution actuellement examiné 
ne fournira qu'une solution particulière du problème, composée 
d'une famille de sphères, et, d'autre part, que cette solution, bien 
que rencontrée ainsi par une voie distincte, sera renfermée éga- 
lement à titre de cas particulier dans celle correspondant à l'hy- 
pothèse 3% que nous examinerons dans un instant 

Et, en effet, si l'on fait attention que par les suppositions 
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les expressions (107) et, par suite, chacune des intégrales pre- 
mières (104), se réduisent respectivement aux suivantes 

. „ . ^ , 2.3(o— û) 3 5/i\' 1 

„,») »-._B-.-c-._,j^'-_., ^y-— . 

c'est-à-dire, en développant cette dernière équation, et changeant 
les signes, 

3p" \ p" 2 p' 

2p'*"~p— ^ p' 3p— jf*^ 

on trouvera dès lors, en Tintégrant une première fois, 

p(? — 9)^=^<^ ou -(p'-g) dp^cdô, 

et, en intégrant de nouveau, 

(p — gf^=sa$^T OU p = f^ -♦- (<yd-t- t)*, 

d*où Ton tirera enfin, en ayant égard aux valeurs actuelles (109), 
p' = 5(7 (cro H- t)« et A-« = B-* = C-* ^ 



2<r ((tO -♦- t)» 



Et dès lors, en se reportant aux expressions (76) de A et (79) 
de H, réquation A = 0, obtenue comme solution, pouvant être 
écrite dans ce cas 



x' -♦- y* •♦- «' = 



2(r (<rO -♦- t)« 



Ton voit qu'il suffira de faire en même temps a= 0, 6 = 0, c= 0, 
et A = 2cr pour retrouver littéralement Téquation (75), déjà ren- 
contrée en appliquant directement la méthode de recherches à 
une famille quelconque de sphères : résultat qui constitue une 
confirmation, aussi complète qu'on saurait le désirer, de Texacii- 
tude des raisonnements et des calculs qui nous ont amené jus- 
qu'à ce point du développement de la question. 

XIII. 14 
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3** « L'une des trois quantités $, ^y H. est supposée nulle, en 
même temps que l'une des trois autres p» q, r » . — Dans ce cas, 
pour que Téquation restante (91) soit vérifiée en même temps 
que les deux autres choisies pour point de départ» il faudra 
encore égaler à zéro, soit le premier facteur, soit le second de 
cette même équation. Or il est clair que cette dernière hypothèse 
est bien compatible avec les précédentes, mais qu'elle nous 
ramènera simplement au cas antérieur 1*, du moment que deux 
des trois quantités $, ^, A seront alors supposées nulles, et 
que cette hypothèse entraîne forcément, comme nous Pavons vu 
tout à rheure, les trois conditions p «=» 0, 99=0, re» 0.11 suffira 
donc d'examiner Tautre mode de solution, consistant à annuler 
le premier facteur p, 9, r de Téquation restante (91). 

Comme dans ce cas, au contraire, deux des trois quantités 
p, 9, r seront alors supposées nulles, Ton voit déjà que les solu- 
tions fournies par cette hypothèse 2* ne pourront être que des 
cas particuliers de celles fournies par Thypothèse 3% puisqu'elles 
supposent déjà les données de celle-ci, mais toutefois avec une 
équation en plus, savoir Tune des trois équations $ = 0, ou 
^ B= 0, ou <^ =» 0, laquelle constitue évidemment dés lors une 
restriction de ce dernier cas. 

Maintenant, pour savoir en quoi consiste la restriction corres- 
pondante de la solution, dune part le tableau (93) donnera 
irtors, pour les valeurs des coefficients des trois équations en 
question, 

^t-4«, anL,=-0, ^, = -4r, 

4^, = — 4a, 3Tl, = 46, »ï)5 = 0, 

et, d'autre part, l'hypothèse actuelle p = 0, g ca^ 0, r = équi- 
vaut évidemment, d'après les définitions (89), aux deux condi- 
tions a «= 6 = /, la valeur commune de ces dérivées ne pouvant 
être nulle, car alors le paramètre disparaîtrait totalement de 
l'équation proposée A =^ 0. Et dès lors les trois équations 
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Ç = 0, ^ = 0, ^ = 0, se réduisant par là simplement à 
celles-ci 

4«(B — C) = 0, 46(C — A)==0, 4r(A — B) = 0, 

ou, ce qui est la même chose, à 

B = C, C = A, A=B, 

celle de ces trois équations que l'on aura admise pour hypothèse, 
ainsi qu'il est dit dans Ténoncé de ce cas ^, exprimera simple» 
ment que la surface est de révolution, tout en appartenant à la 
catégorie qui constituera la solution du cas suivant 3*, lequel, 
nous restant seul, maintenant à examiner, devra forcément con- 
tenir la solution la plus générale du problème, et renfermer 
encore à titre de cas particuliers, d'après ce que nous venons de 
voir, les solutions propres aux cas 1*" et 2^. 

S"" « Deux des trois quaniiiés p, q, r sofU supposées nulles » . — 
Dans ce cas la troisième le sera aussi forcément, en vertu de l'iden- 
tité (90), et par conséquent l'équation restante (91 ) sera encore 
satisfaite d'elle-même* 

Dans cette dernière hypoUièse^ le groupe du premier ordre, 
formé par l'élimination des dérivées secondes, équivaudra donc 
simplement aux deux conditions a =3 6 =3 j^, ou, en y introdui- 
sant encore une inconnue auxiliaire p, 

(HO) (A-7 = (B-r = (€-•)' = 0', 

lesquelles n'admettront alors évidemment aucune autre solution 
que leur intégrale générale, savoir 

(114) A-« = a*^p, B-* = 6«-^p, C-'=c'-Hp, 

d*oii nous tirerons 

1 1 1 
(112) A=:- , B-=- C= , 
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ei 

I i 1 

(413) S = A-^ B + C = -- -^-- -♦- ~ 

^ a* -♦- p 6* -♦- p r -♦- p 

Et comme, d'autre part, Fintrodaction de la même quantité (110) 
dans Tune quelconque des trois équations du second ordre (102) 
les réduirait toutes indistinctement à celle-ci 

Sp"-2p"-0, ou V = ^Sp', 

P 2 

Ton voit, en remettant dans la dernière de ces égalités à ia place 
de S sa valeur précédente (US), que Tinconnue auxiliaire p 
sera déterminée à son tour, en fonction de la variable indépen- 
dante 6, par réquation du second ordre 

intégrable évidemment elle-même par simple quadrature. 

Cela posé, si Ton ne tient pas tout d*abord à obtenir pour 
résultat du calcul Téquation de la famille de surfaces rapportée 
à son paramètre thermométrique, Ton pourra, sans prendre la 
peine d'intégrer cette dernière équation, adopter pour paramètre 
géométrique la fonction p elle-même qui résulterait de cette 
intégration, et, en écrivant donc X à la place de p, les valeurs 
cherchées des coefficients de la forme proposée (76) de A seront 



(115) 



Et dès lors il ressortira, avec une complète rigueur, comme con- 
clusion de l'analyse et de la discussion un peu minutieuses que 
nous venons de présenter, que non seulement la solution la plus 
générale, mais réellement aussi la seule de la question proposée^ 
consistera dans l'équation 

^' y «' 
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laquelle renferme en apparence quatre constantes arbitraires, 
nombre égal à celui des coefficients de Téquation proposée 
A =3 0, mais parmi lesquelles i\ n'y en a en réalité que deux qui 
sont essentielles (*), résultat parfaitement conforme aux prévi- 
sions déduites de notre théorie, que nous avions formulées un 
peu plus haut (p. 88). 

Si, au contraire, Ton veut poursuivre jusqu*au bout la solution 
de la question dans les termes mêmes où elle a été posée, c*est- 
à-dire si Ton tient à obtenir Téqnation de la famille de surfaces 
rapportée à son paramétre thermométrique, il restera encore à 
déterminer Tinconnue auxiliaire p par Tintégration de Téquation 
du second ordre (114). A cet effet, convenant dés maintenant de 
poser pour tout le cours de ce travail 

(4i7) Ap) = («'-^p)(fc'-*-p)(c' -♦-?), 



d'où. 


par 


suite, 










et 




//(p) = <(a* 


-4- p) ■♦• 


l(b^ 


■*•?)•*■ 


/{c' + p), 


{US) 




d.lfM 
df 


i 


■^b^ 


1 

• 


1 


'-*-p 


C'-P' 



(*} En effet, si l'on divise cette équation (ii6) par h, et qu'on l'éciive 



= «. 



h(a* -^ X) A(6« — a«)-f-/ï(a« -f- X) h(c* - o«) h- ^(a«-t- i) 
pois que Ton y fasse ensuite 

A(ai+ X) = r, A(6« —a») = (/*, A(c« — a«) = (f\ 

et que l'on y efface enfin les accents, il est clair qu'elle se transformera dans la suifante 
X* y* «' 

analogue à celle adoptée par Lamé, comme point de départ, pour l'étude de son système 
triplement isotherme du second ordre. ( Voir leçons sur les Fonctions Inverses, fS XIII 
et XXXV, pages 17 et 45.) 
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puis récrivant en conséquence ceue même équation (114) sous 
la forme 

nous trouverons, en Tintégrant une première fois, 

li^l,f(^f-^h ou ^^^aV/JTf), 

ou encore, en séparant les variables, et remettant à la place 
de /*(?) sa valeur de définition (1 1 7), 



(liO) <rd9:=^ 



l/(a'^p)(6*-*-p)(c«-4.p) 

Nous effectuerons un peu plus loin sur cette dernière équation 
la seconde intégration, qui nous reste à accomplir pour avoir 
l'expression de Tinconnue auxiliaire p, laquelle étant reportée 
dans les expressions ci-dessus (112), fournira la réponse défini- 
tive à la question proposée. Mais nous nous contenterons pour 
rinstanty à Texemple de Lamé (*), de Tindiquer par une simple 
quadrature en écrivant Tégalité 



(121) (Te-4-T 






l/(a«-.p){6«-4.p)(c«^p) 



laquelle suffit à montrer déjà que cette fonction p, qui n*est autre 
que le paramètre l de la famille déjà obtenue (116), s'exprimera 
en fonction du paramètre thermométrique 6 par des fonctions 
elliptiques de première espèce. Nous croyons toutefois devoir 
faire remarquer sans plus attendre, que le nombre des constantes» 
dans la solution ainsi obtenue, est bien en réalité celui que notre 
théorie nous avait fixé comme nombre maximum de ces mêmes 
constantes. 



(*) Leçons sur les Fonctions Inverses, etc. (S XXXV, (page 46), formules (3) et (8"*). 
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En effet» Ton voit sans peine que, parmi les (rois constantes 
a^ fr^, r\ qui figurent dans les expressions (112) ou (t 15), il y 
en a une qui est surabondante, relativement à ces expressions 
des coefficients elles-mêmes, car il est clair que Tune de ces 
constantes est amenée dans les résultats uniquement par Téqua- 
tion additionnelle, que nous avons posée à la suite des deux 
équations du premier ordre (110) pour définir Tinconnue auxi- 
liaire p, dont rintroduction, visant simplement un but de symé- 
trie, n était nullement nécessaire pour pouvoir intégrer les deux 
équations en question (110), et former ensuite de la même façon 
une équation toute semblable à (114) pour déterminer la troi- 
sième inconnue. En d^autres termes, si Ton aime mieux, nous 
eussions pu tout aussi bien écrire les mêmes équations (110) en 
entendant que p y désigne, non plus une inconnue auxiliaire, 
mais bien Tune des trois inconnues A~\ B"*, C"* elles-mêmes, la 
première par exemple (*), auquel cas Tintégration de ces mêmes 
équations, qui n'eussent constitué alors en réalité que deux 
équations seulement, nous eût donné, sans introduire pour cela 
aucune restriction, les valeurs 

qui ne diffèrent des précédentes (111) que par Tabsence de la 
constante a*. 



(*) C'esi-à-dire, en fait, que nous eussions pris pour paramètre géométrique > ou p l'in- 
eoDDue A- < elle-même, ou, ce qui est la même chose, fait après coup A ■■ ^ dans l'équation 
A — 0, ainsi que nous l'indiquons dans l'Exposé généml de notre méthode, pour le cas 
d'exception dans lequel nous nous trouvons (p. 65). Mais ce sertit une grave erreur de croire, 
en raison de la simplicité extrême de forme qu'acquerraient ainsi ces équations, devenues 
par ce fait 1 a fB- */» (G- *)', et de la facilité avec laquelle elles sUntègrent alors, que 
r«n aurait eu un motif ou un avantage quelconque, pour appliquer notre méthode, à 
iotrodoire préalablement la même hypothèse dans l'expression proposée (76) de A, qui» 
égalée à zéro, constitue la famille de surfaces envisagée. En effet, tout d'abord, aucune 
considération rationnelle nindiquait spécialement à l'avance de, préférence à tout autre, 
le ctioix pour l'un des coeiBcieots A, B, G de cette fonction simple j qui procurera seule 
la simplification en question. Et d'autre part, aussi bien avec ce choix qu'avec tout autre, 
l'on eût rompu la sjmétrie essentielle entre les inconnues A, B, G, c'est-à-dire au fond 
entre les trois axes rectilignes, sans laquelle il eût été bien malaisé d'arriver à découvrir 
les deux points capitaux qui forment comme le nœud de tout ce calcul, à savoir, d'abord 
que les trois équations du premier ordre (84) se réduisent à deux, et surtout qu'elles sont 
composées chacune de deux facteurt, ainsi que le montre la forme (91) de ces mêmes 
équations. 
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Cette constante ne devant donc pas entrer en ligne de compte 
comme surérogatoire, on voit ainsi, en rapprochant les expres- 
sions (121) et (H^\ que ces trois dernières ne contiendront en 
réalité que quatre constantes arbitraires, savoir a, t, fr^, et c^, et 
par conséquent, qu*étant jointes à la valeur (79) H s=- A du 
dernier coefficient, elles renfermeront bien ensemble seulement 
les 4 + 1 <=» 5 constantes prévues par notre théorie (p. 88). 
Cest au reste le fait qui apparaîtra lUtéralement, lorsqu^après 
avoir effectué la dernière intégration relative à Téquation (120), 
nous aurons substitué la valeur qui en résultera pour p dans 
les expressions précitées (112) des coefficients qu'il s'agissait 
de déterminer. 

L'équation (1 1 6) des surfaces homofocales, constituant ainsi 
la seule solution de la question proposée, en contient donc toutes 
les solutions possibles, soit à titre de cas particuliers, coamie la 
sphère et les surfaces de révolution que nous avons rencontrées 
expressément d'ailleurs dans notre calcul comme solution des 
deux cas 1* et 2% soit à titre de cas limires, correspondant à des 
valeurs nulles ou infinies des constantes. Il convient donc, avant 
d'aborder le problème dans toute sa généralité, d'examiner rapi- 
dement quels pourront être ces cas limites, c'est-à-dire quelles 
variétés de surfaces du second ordre l'on devra considérer comme 
renfermées dans la solution ci-dessus (116). 

A cet effet, faisant tout d'abord A^aO, dans cette équation 
(116), nous obtiendrons en premier lieu les cônes homofocaux 



(122) 



puis remarquant que, si dans cette même équation(1 16), priseavec 
l'hypothèse A = 1, l'on change a\ 6*, >, et z, respectivement en 
cp, cq, ci, et z — c, et qu'on écrive en même temps //^^'^^ à la 
place de 1 dans le second membre, ce qui la tranformera dans la 

suivante 

X* y* (z — c)' c' -*- ex 

^— ^— — ■♦• ' -+- ^=» » 

c(p -^ X) c(q -^ X) c(c -^ X) c (c -4- A) 
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ou ce qui esl la même chose, en réduisanl, puis multipliant 
par c, dans celle-ci 

(425) ^^^ =. 



c 



cette même équation se réduira ensuite, en y faisant c = oo , à 
celles des paraboloides homofocaux 

(424) ^ JL^^^z ^ X, 

laquelle doit être considérée ainsi comme renfermée à titre de cas 
limite dans celle précédemment obtenue (116). Or le simple 
changement de notation, à laide duquel cette équation (116) s*est 
trouvée ainsi transformée dans Téquation (123), n*ayant d'autre 
influence sur Texpression du rapport^, que de multiplier par^ 
la valeur de ce rapport, il est clair que quelque valeur que Ton 
attribue à c la famille de surfaces n'aura pas cessé d'être isotherme, 
et par suite Téquation (124) des paraboloides homofocaux est 
encore une solution du problème. 

Et de même, il est clair que, si Ton fait grandir indéfiniment 
Tune des constantes a^ 6^, c^ dans Téquation (116), ou bien 
p ou q dans cette dernière (124) les deux cylindres ainsi obtenus, 
soient par exemple 

(125) -h-r-^ — =A, et — — «=2z-*-x, 

qui seront alors elliptique ou hyperbolique quant au premier, et 
parabolique quant au second, seront encore deux solutions limites 
• renfermées implicitement dans la solution précédente (116). 



Il nous sera facile à présent de faire disparaître la restriction, 
que nous avons apportée tout d'abord à l'énoncé du problème de 
Tisothermie pour les surfaces du second ordre, et de voir à quelles 
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conclusions nous conduirait notre méthode, si nous rappliquions 
à réquation la plus générale du second ordre, en prenant, dans 
réquation A = 0, pour la fonction A, au lieu de la forme très 
particulière (76), la forme générale à dix coefficients 

(126) A - cHdx»-*- Il V-*-©«'-*-2(I)f/z^2itzx^2 f xy H-2gx+25y-*-23tr+3, 

de manière à ne plus rien préjuger relativement aux centra et 
aux plans principaux des différentes surfaces composant une 
même famille. 

En effet, introduisant pour cela Thypothèse de m >= 2, dans 
les conclusions de notre tbéorie pour le cas le plus général 
(conclusions qu'il sera aisé de vérifier sur ce cas simple), nous 
verrons, eh premier lieu, que le premier membre de notre 
équation générale (53) sera dans le cas actuel un polynôme 
complet de degré 3.2 — 2 «= 4, dont le nombre de termes sera 
par conséquent de ^^3^ 3K; et partant de là, si l'on applique 
de point en point la méthod«{ que nous avons indiquée, comme 
PéliminaUon de toutes les dérivées secondes entre les 35 équa> 
tions du second ordre que Ton sera ainsi conduit à poser, fournira 
un système complet du premier ordre, c'est-à-dire un système 
de dix équations simultanées distinctes, entre les dix inconnues 
Jia, lfc>, ...d, et leurs dérivées premières (*), l'on sera donc 



n On (ormen préeiaément par celte voie, en effet, le système nomuil da premier 
ordre, anquel sont astreintes il satisfaire nos dix inconnues, savoir 



(D'+('lfi>-»-€)®+£#=0. 

C'-*-(Q-*-X)C-^-0(Q = Of 



■«!»'+ afi,' + CD' -+-^*-o, 

■5' -H 011,5+ (DX -H ^*=0' 
5'+ ^ + 5' -H m' =0. 
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assuré par le, que Tensemble des expressions les plus géné- 
rales de ces inconnues ne pourra renfermer un nombre de con- 
stantes arbitraires supérieur à dix, c*est-à-dire que ce nombre 
' sera au plus égal, ainsi que nous Pavons dit, à celui des coeflS- 
cients de l'expression proposée (126) de A (p. 64). Or, cette 
conclusion nous suffit sans qu'il soit nécessaire d'intégrer le 
système en question, pour obtenir immédiatement la solution la 
plus générale demandée. 

Il nous est très facile, en effet, en partant des résultats que 
nous avons obtenus tout k Theure, de former de toutes pièces 
une solution du problème renfermant précisément ce même 
nombre de dix constantes arbitraires, car si, désignant toujours 
par A, B, G les expressions rencontrées tout à Theure (115), 
nous transformons à l'aide d'un système de coordonnées rectan- 
gulaires quelconques 



I 



ac' = xi -♦- ax -♦- 6y -♦- y2 , 

y' = yi -^ «'-r -^ 6'y 4- r'z. 



l'équation de la famille de surfaces 

(127) Ax'*-*-By« -♦-€«'• = *, 

que nous venons d'obtenir pour solution de la question précé- 
dente, ce qui la changera dans la suivante 

(128) ol,x»-4- tfV-*-G2'-*-2%2+£zjr^2,^x//-i.2Çx-H2^y-»-23Cs-t.«3=0, 



dont les dix équations se partagent, comme cela doit être, en quatre groupes (trois formés 
de trois équations, et un d'une seule) qui se reprodubent séparément par l'échange des 
trois équations entre elles, ou des trois derniers termes entre eux pour la dernière, lorsque 
Tony permute le:» troisaxe8coordonnés,c'est-à'dire en fait «/mu/mit^men/ les trois groupes 

(A,, dî,. G), ((©,£,/),« (g. ^. se). 

Nous montrons dans la Note I de l'Appendice, comment on peut arriver, malgré la 
complication des calculs, à formel effectivement ces équations qui représentent les dix 
équations figurées par le type (15) de cette Note, traduites dans les notations actuelle», h 
l'aide de la clef fournie par le tableau (41^ que l'on trouvera en fin de la même Note. 
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dans laquelle les coefficients <A>, tl^, ... a), auront les valeurs 



el, = Aa* + B«" -•- C« '", 


(D = A6r+Ber'+C6"r", 


lJÎ,= A6' -t- B6'« -».C6", 


^^Aya-t-ByVH-Cr'V, 


G=Ar*-<-Br" -«-Cr"*, 


^=Aot6-HBa-6'+Cx"6", 



(^ ^^) ^ g = Aax; H- B« v; -♦- Ca"ri , 

9t «a Arjri4-Br'yo-»-Cr"2i, 

Texpression du rapport ^\ n*étant pas altérée par une transfor- 
mation quelconque de coordonnées, en vertu de la propriété 
caractéristique des invariants différentiels A^ et A,, il est clair 
qu*après cette transfornnation, la famille de surfaces (127) n*aura 
pas cessé d*étre isotherme. Or, si Ton se rappelle que les neuf 
cosinus a, 6, y, a', 6', /, a", 6", /', sont liés par six relations, en 
sorte qu'il en reste trois de réellement arbitraires, on voit que 
réquation (128) comprendra bien alors dans Texpression de ses 
coefficients (129) dix constantes réellement arbitraires, savoir les 
trois cosinus en question, xé, yl^ z\^ a', 6', c^ et A. La soludon 
la plus générale relative au problème de Tisothermie pour les 
surfaces du second ordre, envisagé sans restriction, ne diffère 
donc pas essentiellement de celle obtenue pour le problème par- 
ticulier précédemment examiné; d*où il suit que les solutions 
singulières, s'il en existe, devront être également identiques au 
fond pour les deux problèmes, puisqu'elles se déduisent précisé- 
ment de la solution la plus générale à l'aide d'une règle fixe et 
connue (*), et comme celui que nous avons traité tout d'abord 
ne comporte aucune solution de ce genre, ainsi que nous l'avons 
rigoureusement démontré, le problème le plus général en ques- 
tion ne saurait en admettre non plus. 

Par conséquent le type (1 1 6) des surfaces homofocales, en y 



(*) Voir JORDAM, CovLr$ d'Analyse de l'École polytechnique, t. III, $ 10 (pp. 14>10). 
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comprenant comme cas limites les cônes (ISS), les paraboloides 
{lU)f et les cylindres (125) (*), représentent bien de nouveau, 
non seulement la solution la plus générale, mais encore la seule 
solution, du problème de Tisothermie relativement à la classe si 
importante des Surfaces du Second Ordre. 

IV* (Type particulier d'Ordre supérieur). — Enfin, comme 
exemple des cas où la méthode de critérium que nous avons 
indiquée fournit comme solution du problème une conclusion 
native, prenons en terminant, pour Téquation A =» 0, Féquation 
de degré m dans laquelle A serait la fonction très simple 

A == Aa:- -*- B|/"* -♦- Cz'^ — A, 

les trois coefl^cients A, B, C étant supposés expressément tous 
trois différents de zéro, et h désignant encore comme dans le 
résultat obtenu tout à Fheure une simple constante demeurant 
arbitraire. Cette dernière expression donnant alors 

A' = A'ar- -f. BY -^ C'jT , A" « A^'x"* ^ B'Y -^ C^z", 

DADA' DADA' DADA' . . _ . _ . 

-*- h = m'(AA'x«*-«-*-BB'ti*— «^CC'z*"-*), 

Dx Dx Dy Dy ^iz :iz ^ 

D'A D*A D'A . V . . • 

Dx* D^/* D«» ^ ^^ ^ '* 

en reportant ces valeurs dans notre équation générale (53), et 
procédant ensuite à un classement judicieux des différents 



(*) Noas De jageons utile de mentionner ici expressément que les seuls cas limites, ou 
en quelque sorte asymptotiques, qui correspondent à des valeurs nulles ou infinies des 
constantes, et non les simples cas particuliers, tels que la sphère ou les surfaces de révo- 
lution, obtenus en supposant dans la solution générale (116), ou dans les précédentes 
'1S2) ou (125), les trois constantes a\ b*, c<, ou deux seulement égales entre elles, 
bien que Lamé les fasse figurer individuellement dans l'énumération et l'examen déjà 
mentionnés dans la noie de la page T7. (Lamé, Leçons sur les Fonctions Inverses, 
pages 8-11, et 19-26.) 
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termes, on obtiendra sans peine pour cette même équation dans 
ce second exemple, en n'écrivant qu'un coefficient pour chaque 
type, la suivante 

Aiiw(A"H-TA')A-{m-4-i)A'*(x*-*4-Bt .... {î^^'-t-Cj .... jz»-^ 
h [B { m(C"-*-TC')B -(iw+1 )B'C' j y- « ^C j w(B" ^ TB')C-(mH-l )C'B' j z— «jy- 

h[Cj .... .... |2— «-f-Ai .... jx— «Jz-or 

h|Aj.... .... jx-«-i-Bj .... .... jy-^Jx-y- 

h(m-4)[(BH.C)A'«x*-t- .... -»-(B^ C4-2A)B'C'yV-4. .... ]x— »y*-«z— «== 0. 

laquelle reproduit bien effectivement, en y faisant m^^^S et 
Ts==0, notre équation (81) de l'exemple précédent. Seulement, 
lorsque Ton supposera m > 2, il est évident que les différents 
coefficients que nous avons fait ressortir, appartiendront tous à 
des termes réellement distincts en x, y, z (circonstance qui n*a 
plus lieu pour m= l et m = 2) ; car ceux de la première ligne 
de oerte dernière ét]uation ne contiennent qu'une variable seule- 
ment, ceux des trois lignes suivantes deux variables, et ceux de 
la dernière ligne les trois variables à la fois. D où il suit qu'ils 
devront être égalés tous à zéro séparément, et que notre méthode 
nous conduit ainsi à poser entre les trois coefficients inconnus 
A, B, C, les quinze équations, dont les neuf premières du second 
ordre, et les six autres du premier ordre seulement, dont les types 
seront 

f iw (A" -^ TA') A — {m -♦- i) A" = 0, . . . 
(150) ) (m -♦- 1) B'C =r m (C" -h TC) B = m (B" -*- TB') C, . . . 
( (B + C) A'« = 0, . . . (B -h C -♦- 2A) B'C == , . . . 

Or l'élimination des trois quantités (A ' -h TA'), (B" h- TB ), 
(C " + TC), entre les neuf premières équations donnant immé- 
diatement dans ces conditions, du moment que A, B, C ne 
peuvent être supposés nuls, 



BC — CB'c=0,.... ou 



A' WC 
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la valeur p de ces derniers rapports ne pouvant elle-même être 
supposée nulle, sans réduire simultanément les trois coefficients 
A, B, C à de simples constantes, on voit que la nouvelle élimi- 
nation des trois dérivées A', B', C entre ces dernières équations 
et celle de la dernière ligne (130) conduira forcément aux six 
équations 

(B-4.C)A» = 0,... {B-hC-*-î2A)BC = 0,... 

qui ne sauraient évidemment être satisfaites que par des valeurs 
constantes des coefficients A, B, C (*), en sorte que Téq nation 
A =3 représenterait alors une surface particulière, et non plus 
une famille de surfaces. D'où Ton peut affirmer en toute cerii* 
tude, que de quelque façon que Ton prenne les trois coefficients 
A, B, C, et la constante A, il sera impossible que Téquation 

Ax"' ^ By" -♦-Cz'" = A, 

représente une famille isotherme de surfaces, sauf pour les deux 
cas exceptionnels de w = 1 et m = 2, examinés précédemment. 
Cette conclusion, étant rapprochée de la forme d'él[]uation (57), 
que nous avons obtenue plus haut pour la solution la plus géné- 
rale du problème relative au premier degré, met en évidence ce 
fait intéressant, qui n'avait sans doute pas encore été signalé, à 
savoir que c est exclusivement pour la valeur m^= 'i que la 
forme d'équation 

x*" tr z 

H- — H = 1 , 

a-HX 6-«-X y-4-X 

a, 6, y étant des constantes supposées différentes^ peut fournir 
une famille isotherme de surfaces, en sorte que le type analy- 
tique des surfaces homofocales du second ordre, constitue en 
réalité, au point de vue de Tisothermie, un fait isolé parmi les 
surfaces simplement algébriques. 



(*) Oo aperçoit même très aisément que ces valeurs consentes, dans le cas actuel» ne 
sont autres que zéro, mais cette particularité ne présente aucun intérêt pour la conclusion 
qui est le but de notre recherche, et qui resterait la même, quelles que fussent ces valeurs 
con>tanies. 
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Vérification des résultats qui précédent a l*aide du procédé 
DE Lamé. — Théorèmes relatifs a l'isothermie concernant les 
surfaces du premier et du second ordre. — II ne sera pas inutile 
avant d'abandonner ce sujet, aussi bien à titre de confirmation 
des résultats précédents obtenus par notre méthode, que pour 
permettre au lecteur, en lui remettant exactement sous les yeux 
I état de la question sur les mêmes points, de comparer le rôle et 
Futilité des deux méthodes, il ne sera pas inutile, disons-nous, 
même au prix de deux ou trois pages de plus, de vérifier rapide- 
ment ces résultats à Taide du procédé de Lamé, dont Temploi 
dans ces conditions devient alors sûr et commode; puis cela 
fait, de formuler ensuite en théorèmes, pour les mieux graver 
dans Tesprit, les conclusions ainsi doublement fondées de cette 
Étude, attendu que nous aurons à les invoquer à chaque instant, 
dans tout le cours de cette Théorie, et surtout dans le Chapitre 
suivant où seront examinés successivement tous les cas particu- 
liers intéressants du problème. 

!• {Plan). — Partant de la forme d'équation (57) ou (58) 
considérée comme donnée, c'est-à-dire de celle-ci 

N 

en faisant pour simplifier, 

(1 52) N = aa: -♦- 6y -♦- cz -♦- d, D =» ox -*- 6y -♦- y« -♦- (J, 

on en tirera, en différentiant par rapport à x Texpression (131) 
de \ 

(133) ^«l(Da — Na) = i-fa-a-l=4(« — «^)» 

d'où les trois valeurs 

rfx — 1 ^ dx —\ ^ ,, rfA — 1 

-=_(,x_«), _ = _,€.-6), - = _(rx-c). 
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et enfin oelle-ei 
(154) AÎA=l[(«A-a)«+(6A-6)«-*-(rA-c)«]-i{Px«-2QA+R), 

P^vQ» Af désignant comme ci-dessus les trois quantités (63). 
Puis différentiant une seconde fois la valeur (133) prise sous sa 
première forme, et remarquant que le numérateur {Da — Na) ne 
contient pas x, ce qui donnera 

«l'A — 2a / N\ 2a 

-=-2(Da_Na)D-.a=_(«-.-)=£. „._„), 

on aura semblablement, pour les dérivées secondes, les valeurs 

cfA 2a, ^ (Ta 2€ ^ ,^ cPa 2r 

-, = -(aA-a). _--(6._6). _=_(^._c). 

et 

(135) A,A = 1 [«(«A- a) + 6(6A-6) ^ y (yA- c)]= 1(Pa-Q), 

d'où par suite, en divisant Tune par Tautre les deux expressions 
(135) et (134), 

A'A 2(Pa— Q) 

AÎA Pa«— 2QA.». R ^ ' 

Donc la famille de surfaces donnée (131) est isotherme. 

Pour avoir à présent Texpression de son paramètre thermo- 
métrique, remarquant que la valeur de la fonction Y (A), définie 
par réquationqui précède, peut s'écrire — 5j[log(PX* — 2QX-hR), 
et la reportant dans la seconde équation (32) de Lamé, nous 
aurons immédiatement 

^6 ^ dx 

ou Pa' — 2QA-*-R = <r---f 



dx Pa* — 2Qa-*-R dé 

en y écrivant o- au lieu de -, équation en X alors identique, en 

tenant compte de la valeur (62) de S, à Téquation en p, S «= açf 

XIII. 15 
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[la dernière (60)], qui nous a fourni notre expreasion (67) dep, 
et qui dès lors, étant intégrée comme nous Pavons fait, nous 
conduirait finalement à cette même expression, et de là encore 
par un changement de coordonnées à Téquation (69), ainsi que 
nous nous proposions de le vérifier. « 

2* (Sphère). — De Téquation donnée (74), où nous ferons 
pour plus de simplicité, a «=i 0, 6 = 0, c = 0, savoir 

(136) a:» + y'-4-z'— X, 

Ton tirerait 

5?"^' dF'='' d?-^' ^^=^' 

et, par suite, 

Donc déjà les sphères concentriques (136) forment une famille 
isotherme. 
Cela fait, Téquation (51) de Lamé sera donc pour ce cas 

df dê\ 3 ^/ d6\ Zdx 

d*où, en intégrant ime première fois, 

de \ ^\ ^1 -• 

dA 2<r 2 ' 



et, en intégrant de nouveau, 



i 



ae H- T = A * ou A «= 



I 



(<r6 ^ tY 
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valeur qui, étant reportée dans Téquation donnée (136), repro- 
duit bien, eu égard à la valeur admise par a, 6, c, la même 
équation (75), à laquelle nous avait conduit directement notre 
méthode en adoptant pour variable indépendante le paramètre 
thermométrique 6, et que nous avons retrouvée également un 
peu plus tard comme cas particulier de la solution relative aux 
surfaces du second ordre en général (p. 93) (*). 

3® {Surfaces du Second Ordre). — Vérifions enfin à Taide du 
même procédé que la famille de surfaces homofocales (116) 
réalise bien la condition de Tisothermie exprimée par Téquation 
(28), qu'elles que soient les valeurs attribuées aux constantes 
a*, 6*, c', et h. 

Pour cela, ayant en différentiant cette équation (116) par 
rapport à x, 

2x 



r g» y« z* Idx 

L(a« 4- A)« "*" (6* -^ X)« "^ (c« -♦- X)«J 51 ~" ^' 

nous poserons, pour abréger récriture, 

X* y* z* 

ce qui permeura d'écrire cette dernière équation sous Tune ou 
Tautre des deux formes 

2x „rfA ^ dx i 2x 

(<38) -^ H-- — 0, ou 



dx dx Ua^ -^ X 

et dès lors une première diffërentiation de cette même équation 
(1 1 6) nous donnera les trois suivantes 

(,39) -^ = H^. J^-^T' -T^"-"^ 

^ ' o* -f^ A dx 6* -♦- A dy c* -*• X dz 



{*) Lamé présente le même calcal soas ane forme légèrement différente, mais un peo 
moins simple et moins naturelle, dans les Leçons sur les Fonctions Inverses, $ VII, 
page a 
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lesquelles, étant élevées au carré et ajoutées, donneront : 

(140) 4H = B*AÎA, doù Aîx«i, et H=^. 

H AjA 

Cela fait, différentiant à nouveau la première équation (139) 
par rapport à rr, nous trouverons : 

(441) -_=H— ;-*---— . 

^ a* -♦- A (o* -f- A)« dx rfx* dx dx 

Or, la différentiation de Texpression (137) donnant en même 
temps 

dE 2ar dx 

en posant semblablement 

X» v' z* 

(143) ie= • ^ • 



(a* -♦- xf (6* -f- A)» (c« -*- A)» 

réquation qui précède (141) deviendra, par la substitution de 
la valeur (U2), 

2 2x dx cPa r 2x oif^^l^^ 

T^x^ (à" ^ xydi^ d?"*'L(a* + A)«'~ dijdi' 

ou, en développant et réduisant, 

2 ^ cPa 4x rfA ^^(dx\\ 

a«+A dx* (a«^A)«rfx Wx/ ' 



dX 



et par conséquent, en y remettant à la place de la dérivée ^ sa 
valeur (138), nous aurons la première des trois équations 



:H— --4--— 5— 2K 



\dxl ' 



o* -4- A dx' H (a* -4- A)» 

6' -♦-A rfy' H(6«-*-A)» Wy ' 

2 _ iTa 8 «' fdxy 
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les deux autres devant être fournies évidemment par un calcul 
semblable. Or si nous ajoutons ces trois dernières équations, 
en ayant égard successivement à la définition (143) de K, puis 
aux valeurs réciproques (140) de H et de A* X, il est clair que 
nous obtiendrons ainsi 

' yrr FTT- cdrr]" «^^ -^-2KAî. 

AJa h h Aîa 

d'où en divisant par 4, et intervertissant les deux membres 
extrêmes. 



(tU) 



A,x 1 r 1 i ^ 1 



et par conséquent la famille de surfaces (116) réalise bien la 
condiUon de Pisothermie exprimée par Téquation (28). 

Cela fait, pour trouver maintenant Texpression du paramètre 
thermométrique, l'équation (31) de Lamé sera dans le cas actuel, 
en y écrivant, à la place de Y(^), la valeur que nous venons de 
rencontrer pour cette fonction par Téquation qui précède (144), 

ou, ce qui est la même chose, en changeant tous les signes, 

^dû 2La*-^A 6* H- A c'-*-aJ 

équation qui coïncide exactement, eu égard à la précédente 
(118), avec la seconde équation (119), que nous avons obtenue 
par notre méthode, sauf le changement comme notation de p en>, 
et qui conduira par conséquent par une première intégration 
à la même équation (120) ou (121), pour fournir Texpression 
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du paramétre thermométrique, avec les deux constantes arbitraires 
qui entrent essentiellement dans sa définition (*). 

Mais si Fon se propose de rapporter la famille de Burfaces 
(116) à son paramétre thermométrique, ce n*est pas, à propre- 
ment parler, cette dernière expression, mais bien l'expression 
inverse, c'est-à-dire celle de l en fonction du paramètre thermo- 
métrique aS -^ t=:u, qu'il importe de connaître, en vue de la 
substituer à X dans cette même équation (116). Or, pour 
obtenir cette dernière expression, le moyen le plus simple consis- 
tera à intégrer directement l'équation diflférentielle (120), ou, ce 
qui est la même chose, celle-ci 

(146) "^^ ^du. 

l/(a»4. A)(6»-i- A)(c'-*-A) 

en y considérant u comme la variable indépendante, parce que, 
cette équation appartenant à un type simple très connu, on sait à 
l'avance que l'intégrale sera de la forme 

. A = — a*cn*{gu •♦-A) — bhn*{gu -♦-*), 

h désignant la constante d'intégration, et g une autre constante 
déterminée, fonction de a^, 6', c^, et que dès lors on n'aura sim- 
plement qu'à trouver les valeurs de cette constante g et du 
module A:, qui procurent la vérification de la même équation 
(146) par cette expression de X. 

Toutefois, ayant déjà fait entrer les deux constantes arbitraires 
cr et T dans la définition de la variable ii, savoir u «=* a9 4- t, 
l'introduction des deux, nouvelles constantes g ei h sera sans 



(*) Jusqu'ici, dans cette question, nous n'ayons fait, pour ainsi dire, qu'adapter à la nota- 
tion plus simple et plus symétrique de Jacobi pour les surfaces homofocales (dont on 
reconnaîtra le très grand avantage dans la suite de ce travail) le calcul de Lamé, qui forme 
le point de départ de la belle découverte des coordonnées tbermométriques auxquelles son 
nom restera toujours attaché. {Leçons sur les Fondions inverses, % XUI, pp 17-18). Mais 
il n'en sera pas de même du calcul qui va suivre, relatif à la seconde intégration, savoir 
celle de l'équation (120) ou (146), qui n'est en réalité qalndiquie et non pat effectuée par 
Lamé dans la théorie qne nous venons de rappeler. 
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intérél dans la question aecuelle, el ferait double emploi avee les 
préeédeniesy attendu que les deux notations 9 (oO -i- x) + A, ou 
simplement 06 + t, représenteront Tune et Tautre exactement 
la même quantité. C*est pourquoi il suflSra de prendre pour X 
Texpression 

(«47) X « — a'cn'u - 6»sn'ti, 

laquelle pourra s^éerire, en tenant compte des relations fonda- 
mentales 

cn'u ■*- sn'u = 1, dn'ii •♦- J:'8n*ti =» 4, 

sous Tune ou l'autre des deux formes 

X «= — a*(l — sn'u) — hhu*u = — a* -♦- (a* — 6*)sn*u, 



^**^^ I X = — a«cn«tt — 5«(t - cn«ii) = - ft« — {a« — 6«)cn*u, 
qui donneront immédiatement les trois valeurs : 

(«49) a' -♦- X = (a« — /i«) sn«M, 6* 4- X — - (a* —V) cn«u , 

r a*— 6« 1 
c*-^x=:-(a«— c»)-4-(a*— 5»)sn»M— (a*— c*) « — -^ ;sn*ii . 

Dès lors, on voit qu*il suffira de faire k^ «=> ^|^^* , pour que 
cette dernière valeur prenne elle-même la forme analogue 

(«50) c*-^x = — (a» — 0(«— it»sn*ti) = — (a» — Odn*4i, 

en sorte que Ton aura alors, en la multipliant par les deux expres- 
sions semblables (149), 

(a* -^ X) (6* ^ x)(c' -I. X) = (a« — b^ (a» — c*) 8n*ti cn'u dn'u , 

et en extrayant les racines 



l^{a* -¥■ x)(b* ^ x)(c* + X) = db (a* — 6») I/o* — c'snucnwdnii. 



Digitized by 



Google 



Or» comme, d'autre part, la différentiation de Tune ou Tautre 
des deux expressions (148) donnera 

(i5i) rfA ==(a* — 6').2sniicnMdnu, 

on aura donc, en divisant Tune par l'autre ces deux dernières 
égalités, relativement à la valeur de X exprimée par régalité(147), 

dx _^ (a* — 6').2snucnudDu.(/M db^du 



l^(o»-+-A)l6«-4-A)(c*-+-A) (a*— 6*)»/a»— c'sDMcnudnu Va'-'i^ 

ou, en revenant è la variable 0, 

(152) "^^ =àz — -- — dB. 

V^(a* -H A)(6* ^ A) (c* -H A) Ka« — c* 

équation qui ne diffère pas en réalité, o- étant arbitraire de 
réquation (120) qu'il s'agissait d'intégrer, car l'on en déduirait 
aussi bien par la différentiation l'équation du second ordre (145) 
ou (119), qui représente dans le cas actuel, avons-nous vu, 
réquation (31) de la théorie de Lamé. 

L'expression (147), dans laquelle on attribue au module k la 
valeur 



(163) 






constitue donc la solution de la question proposée sous la forme 
la plus propice pour le but que nous avons en vue, qui est de 
rapporter la famille de surfaces è son paramètre thermométrique. 
En effet, si nous posons encore, pour simplifier l'écriture, 
comme nous le ferons plus tard dans le dernier Chapitre de ce 
travail, 

d*où 

P /* 

(165) ik*= 1 Cl n« = — -, 
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les valeurs (149) et (150) devenant avec ces nouvelles notations 

P (') 
(156) o*-4- A=ft5n*«i, 6*-f-> = — Pcn^ii, c'-t- A=— — dn*!/, 

si Ton substitue ces trois valeurs dans Téquation (116) de la 
famille proposée, et qu'on la multiplie en même temps par Z', en y 
écrivant au second membre ^ à la place de A, d étant alors pour 
rhomogénéité une simple constante numérique de même que A, 
cette équation se transformera par là. dans la suivante 

M57) J5L_^! ^— = t (**> 

sn'w cn'i* I , , rf*' 

qui sera dés lors Téquation de la même famille de surfaces rap- 
portée à son paramétre thermométrique ti «3 oO + t, et qui 
montre que pour toutes les surfaces composant cette famille 



O Ces trois expressions n'étant autres que les inverses des trois coefficients ipconnus 
(i18) du problème précédent, il appert littéralement alors de ces valeurs (156)» en ayant 
égard à la définition de la variable u, le fait annoncé par notre théorie (p. 88), et déjà 
constaté plus haut (pp. 98*99), à savoir que l'ensemble des expressions des quatre incon- 
nues (ii5) ne renferme que cinq constantes réellement arbitraires, qui sont, sous cette 
nouvelle forme, (x, t, f«, **, et h. 

(**) Par suite de l'introduction de ce paramètre u, cette équation renferme donc seule- 
ment deux constantes arbitraires essentielles, savoir ^ et k, de même que l'équation 
(446), ainsi qu'il était évidemment nécessaire a priori. 

Cette équation d'ailleurs n'est autre que la première équation (40) du % XCVI des 
Leçons sur les Fonctions inverses (page 426), Lamé y désignant l'amplitude de l'intégnle 
elliptique de première espèce par le symbole *A au lieu du symbole am introduit par 
Jacobi dans la notation sin am. Mais cette équation qu'il n'écrit qu'incidemment, en vue 
d'un cas particulier (celui des surfaces de révolution), et en alléguant que c vu son 
manque de symétrie elle ne saurait ^tre préférée k la première >, il la répudie en quelque 
sorte dans la suite, en n'en faisant mention nulle part dans ses Leçons sur les Coor- 
données Curvilignes, quoiqu'elle nous paraisse, au contraire, bien préférable à celle qu'il 
adopte pour chacune des trois familles composant son système orthogonal triplement 
isotherme [formules (4) du S LXXX des Fonctions inverses (page 405), ou (55) du S LXVIII 
des Coordonnées Curvilignes (page 420;]. Quant au reproche de dissymétrie par lequel il 
motive ce rejet, nous montrerons dans le dernier Chapitre de ce travail qu'il n'est pas 
fondé, ou tout au nK>ins qu'il n'en subsiste rien dans les formules inverses, qui donnent 
l'expression des coordonnées rectilignes en fonction des coordonnées thennométriques, 
et qui importent seules an point de vue des applications. 
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isotherme les trois axes seront proportionnels aux trois fonctions 
simples sn u» en u, dn u. Ce résultat, étant joint à ceux que nous 
avons établis par le moyen de notre méthode dans le cours de ce 
Chapitre nous permettra d*énoncer, comme conclusion de cette 
Étude, ces quatre théorèmes, dont les réciproques, formulés seuls 
par Lamé, ne sont en fait qu'une conséquence restreinte (*) : 

Théorème I. — « Dans toute famille isotherme de plansy tous 
» ks plans qui la composent passent par une même droite, cette 
» droite se transportant tout entière à l'infini lorsque la famille 

> est composée de plans parallèles/ et le paramètre thermomé- 
» trique représente pour chaque plan son azimut relativement à 

> un plan fixe de la famille pris pour origine. > 

Théorème II. — « Dans toute famille isotherme de sphères, 

> toutes les sphères qui la composent ont le même centre, et le 
» paramètre thermométrique représente pour chacune V inverse 
• du rayon. • 

Théorème III. — « Dans toute famille isotherme de surfaces 
» du second ordre, toutes les surfaces qui la composent sont 
» homofocales, c'est-à-dire qu'elles ont toutes les mêmes plans 
M principaux, et dans chacun de ces plans, les deux mêmes points 
» pour foyers de leurs sections relatives à ce plan. • 

Théorème IV. — « Dans toute famille isotherme de surfaces 
» du second ordre, les trois axes sont respectivement propor- 



{*) Nous indiquons par des caractères romains, dans les énoneés qui sai?ent imprimés 
en italiques, les mots qui constituent notre modeste part de contribution personnelle dans 
les propositions que nous formulons comme résumé de cette théorie. 

Ce sont donc, en quelque sorte, les réciproques de ces théorèmes, à savoir que les 
différentes familles de surfaces y désignées sont isothermes, qui sont seules établies par 
Lamé, et que l'on trouve partout depuis lors formulées à ce sujet Noos espérons que le 
Lecteur jugera que les propositions, telles que nous les énonçons, éclairent la question 
d*un jour assurément plus complet, et que celte addition à rœuvre du Mattre sur ce point, 
quelque légère qu'elle soit, valait encore la peine d'être produite, même au prix des déve- 
loppements, en apparence exagérés, que nous avons dû apporter pour cela k notre 
Chapitre 11. 
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> iionnels aux trois fmctUms sin am, cos am, Aam, du para- 
» mètre thermométrique, les coefficients de proportionnalité 

> restant d'ailleurs les mêmes pour toutes les surfaces qui corn- 
» posent cette famille (*). » 

Observons enfin, en terminant, que si Ton suppose suivant 
Tusage les trois constantes, positives ou négatives, a*, 6*, c\ 
rangées par grandeur dans Tordre suivant a^ > 6' > c', lequel 
donnera par conséquent 

068) a* — 6*>0, a'-c*>0, a* — 6«<a« — c«, 

la valeur (153) du module k sera bien réelle et plus petite que 
Tunité, ainsi que l'exige la forme dite canonique des fonctions 
elliptiques de première espèce; et si de plus on suppose le para- 
mètre i astreint è varier entre les limites — a' et — 6', les 
valeurs (148) montrent que Ton pourra satisfaire è Péquation 
(1 47) par des valeurs de sn^u et cn'u positives et moindres que 1 , 
ce qui veut dire que le paramètre thermométrique u sera alors 
réel en même temps que X. 

Sauf ce cas, pour lequel Péquation (157) représentera par suite 
évidemment un hyperboloîde à deux nappes, on ne pourra 
satisfaire à Téquation (147), qu'en attribuant à Tune au moins 
des deux fonctions sn*u ou cn^u des valeurs négatives ou plus 



(*) Lamé» d'une part, n'ayant pas établi que le type des snr&ces bomofocales embrasse 
en réalité, pour les surfaces du second ordre, la totalité des familles isothermes de cet 
ordre, ne pouvait évidemment formuler cette proposition que pour ce type particulier seu- 
lement, et non, comme nous le faisons, pour toutes les fomUles isothermes du second ordre 
sans exception. 

D*autre part, au lieu de faire usage, pour l'expression des fonctions elliptiques de 
première espèce, des trois types classiques d'Abel et de Jacobi, il introduit neuf fonctions 
qui ne coïncident pas exactement avec celles-là, bien qu'ayant avec elles des rapports 
assez simples (et dont on trouvera la signification exacte mentionnée dans notre dernier 
Chapitre), et nous semble en cela sacrifier k une préoccupation exclusive de symétrie 
la clarté des calculs et la lucidité des résultats Nous montrerons d'ailleurs, en revenant 
sur le même sujet à la fin de ce Mémoire, que l'on peut s'assurer le bénéfice incontestable 
d'une Symétrie aussi complète, et même plus satisfaisante, sans renoncer pour cela k 
la clarté inhérente k des symboles consacrés par d'illustres travaux et un usage presque 
générai, et entrés définitivement aujourd'hui dans l'Enseignement classique. 
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grandes que 1, lesquelles correspondront dès lors forcément ï 
des valeurs imaginaires de la variable ti. Mais celle circonstance, 
inévitable par conséquent si Ton veut constituer un système 
coordonné avec trois familles de surfaces différentes de ce même 
type (1ÎJ7) (*), n'empêchera pas néanmoins» comme nous le 
verrons dans notre dernier Chapitre» de faire usage de ces 
paramètres u comme coordonnées thermométriques, et d*en tirer 
un parti précieux pour la solution d'importantes questions, aux- 
quelles ces variables se prêteront mieux que le système des 
coordonnées elliptiques l et ses homologues, déflni par trois 
équations du type (116), auquel nous serons conduits, comme 
solution la plus générale du problème, à la fin des deux premiers 
Chapitres de la Seconde Partie de ce Mémoire. 



(*) Pour que trois équations da même type puissent représenter trois familles de sor- 
iaces capables de se couper réciproquement, c'est-à-dire par conséquent distinctes, il Uni 
en effet de toute nécessité supposer expressément le paramètre renfermé entre des limites 
différentes pour chacune, sans quoi, nonobstant la multiplicité des symboles adoptés pour 
ces paramètres, ces trois équations ne représenteraient alors éridemment qu'une seule et 
même famille de surfaces. 
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APPENDICE 



NOTE I 

SUR LA SOLUTION LA PLUS GÉNÉRALE DU PROBLÊME DE L'ISOTHERNIE 
POUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE. 

La méthode proposée par nous dans notre Chapitre II pour 
la recherche des familles isothermes desurfaces appartenante une 
catégorie déterminée, quoiqu*étant parfaitement justifiée en théo- 
rie, a pu fort bien, nous le reconnaissons» éveiller quelque doute 
dans Tesprit du Lecteur au sujet de son efficacité pratique, et par 
conséquent de sa valeur effective, en raison du trop grand 
nombre d'équations et de quantités différentes, qu*elles met en 
jeu et dont elle oblige à tenir compte h la fois. Nous croyons donc 
utile d'indiquer dans cette Note, par un exemple, le procédé 
général à Taide duquel on parviendra à restreindre considérable- 
ment rimportance de cette difficulté spéciale, procédé consis- 
tant shnpiementà adopter un mode de notation qui permette de 
représenter simultanément un grand nombre d'équations sem- 
blables par une même formule, de même que Tesprit du calcul 
algébrique consiste à représenter par un symbole unique un 
très grand nombre ou une infinité de quantités différentes, que le 
calcul arithmétique serait forcé de représenter chacune indivi- 
duellement par un algorithme spécial. 

A cet effet, nous reprendrons, pour l'aborder de prime abord 
dans toute sa généralité, le problème de l'isothermie dans les 
Surfaces du Second Ordre, problème pour lequel l'application de 
notre méthode exige la considération simultanée de trente-cinq 
équations différentielles du second ordre entre dix inconnues, 
savoir les dix coefficients de l'équation générale proposée, et nous 
le résoudrons complètement en appliquant pas à pas notre 
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méthode, sans supposer connus, bien entendu, ni faire intervenir 
en quoi que ce soit, à un instant quelconque de la recherche, 
les résultats que nous avons déjà obtenus pour cette même 
question par un procédé abréviatif, dans le Chapitre précité. 

Soit donc cette fois A «a 0, Téquation la plus générale du 
second ordre, équation que nous aurons grand avantage, pour la 
facilité des calculs, à prendre sous la forme homogène avec 
laquelle on Tétudie le plus habituellement aujourd'hui, en 
posant 

avec la condition Aij^=»Ajif chacun des indices t et / devant 
recevoir séparément les quatre valeurs 0, 1, 2, 3, en sorte que A 
sera alors une forme quadratique à quatre variables, savoir 
Xo<=»i, Xf—BX, X2 = y, X, <»js, forme qui présentera dès 
lors un nombre de termes ou de coefficients distincts A(; égal 
ji ^i^asiO, quil s*agit de déterminer en fonction du para- 
métre X, de façon que Téquation A = représente une famille 
isotherme. 

Si nous désignons en outre par k (ou bien k\ ou k") un nouvel 
indice recevant les seules valeurs 1, 2, S, à Pexclusion de 0, et par 

O, au lieu de ^â, le signe de sommation affecté à cet indice, 
notre équation générale (53), qu'il s*agit de former, pourra être 
écrite : 

A'(vS?;A_2S^'i:)-.(A".TA').S(^y=o. 

Or il est clair que Texpression (1) donnera, en tenant compte 
de la condition A^; «= Aj/, 

(2) A' = 22 a;,.t,t,., a"«2 2A;;a-,x,, 

DA ^ . \ V D'A 
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et que l'on aura par suite, en introduisant une inconnue auxi- 
liaire S, et faisant la somme des expressions précédentes, 

(4) 0^ = 2 0a„ = 2(A„ + A«h-A„)-2S, 

en convenant de poser» pour faciliter récriture, 

S 

d*où Ton tirera ensuite par la différentiation 
Enfin, on déduira encore des expressions ci-dessus (3) et (2) 

et par suite on obtiendra, en ajoutant les trois expressions sem- 
blables, et tenant compte de la relation immédiatement précé- 
dente, 

(7) ^^^=2 22o(AaA;*-4.A:*A^0^^^«2 22.^x,x^^ 

Cela fait, les expressions (2), (4), et (7) donneront en consé- 
quence 



(8) 



.(22 a;^x,x^) âs— 4? 2 ^'^xfic,=i 2 2 (sa;— 2efe;^)x,x,. 
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D'autre part, les expressions (2) pouvant aussi bien èirt 
écrites ainsi 

(9) ^' = ^ J a;,^,x^x,, , ^" -= r 7 a;>^Xj„ 

on en conclura 

(iO) A" + TA' c= 2 2 (a;;, + TKj,)x,.j, , 

et Ton obtiendra par suite, en substituant les valeurs (9), (8), 
(10), et (5) dans l'équation à former (53), pour cette équation 
elle-même 

2 2 A',.j,x,xj, .222 (sa;, - 2e*.yx,x, 

■^ r ? (^''i' -^ TKj,)x^xj,'i 22 A^x,xj = 0, 

ou en divisant par 2, et réunissant tous les termes en une seule 
somme quadruple, 

2222 [a'^,,(Sa; - îJoi) + 2(a;,v -♦- ta:,j,)A>,j]x^jt,xj, « 0, 

équation qui, en posant, pour abréger, 

(il) Pir>'>- a;,^(sa;,-2c«o;,) -*- ^A^y ^ ta;,,,)o«d^, 

pouvant évidemment être écrite indifféremment sous Tune ou 
Tautre des deux formes 

2222 p^;^'>x,xjx,xj, =0, 2222 Piy;x,x^x,x, = o, 

offrira une forme encore plus symétrique, et dont nous reconnaî- 
trons tout à Theure l'avantage, si nous récrivons, en la doublant, 
sous celle-ci 

2222 (Piyi') ^. ps$i)x^,x,x„ = 0, 

ou, en abrégé, 

(*2) ? ? ? ? ^m'^i^j'^'^j^ = û» (•»;» «">;' = 0, 1, 2, 3) 
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en convenant de poser de nouveau 

forme qui représentera donc définitivement pour nous Féquation 
générale (53) dans la question actuelle, et dont tous les coeffi- 
cients correspondant à des termes distincts en x, y, et z devront 
en conséquence être égalés séparément à zéro. 

Le premier membre de cette dernière équation étant alors 
une forme à quatre variables (ou un polynôme complet en 
x, .y, z) du quatrième degré, le nombre N des termes distincts sera 
de 1^1^ = 5 X 7 ca 35. Les dix coefficients A,)* de la forme A 
seront donc ainsi astreints, par notre méthode, à vérifier un système 
de 35 équations difiérentielles du second ordre, linéaires par 
rapport aux dérivées secondes, lesquelles pourront être rempla- 
cées par un système formé de n «» 10 équations du second 
ordre seulement, et de N — n = 25 autres du premier ordre, 
obtenues par Télimination des 10 dérivées secondes entre ces 
35 équations. Les dix inconnues Afj seront donc déterminées, 
si Ton se trouve dans le cas le plus général, par la condition de 
satisfaire en premier lieu à un système formé de dix de ces équar 
tions du premier ordre en particulier, d'où déjà la certitude que 
Tensemble des expressions les plus générales de ces inconnues 
ne pourra comporter plus de dix constantes arbitraires,et il faudra 
ensuite que les mêmes valeurs, supposées ainsi obtenues, vérifient 
également, outre les quinze autres équations du premier ordre, 
les dix du second ordre que Ton aura préalablement mises à part 
pour réiimination des dérivées secondes, c*est-à-dire en somme, 
Tensemble des trente-cinq équations proposées (pp. 63-64). 

Or, parmi ces trente-cinq équations du second ordre, que nous 
avons ainsi tout d'abord è considérer, il en est quatre que nous 
pouvons écrire immédiatement, et dont une intégrale première, 
facile à apercevoir à première vue, nous mettra très aisément siu* 
la voie de ce système de dix équations du premier ordre propres à 
déterminer les inconnues,et dont la solution doit être telle qu'elle 
vérifie à la fois Tensemble des trente-cinq équations proposées. 
XII!. 16 
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En effet, tandis qu*en général, pour un terme déterminé quel- 
conque x^2/^2^ le coefficient de ce terme sera composé d'un 
nombre plus ou moins considérable de quantités 9ijff diffé- 
rentes, formées successivement en prenant de toutes les manières 
possibles les quatre indices t,/, <",/, de façon que le produit 
XtXjXi'Xj' représente toujours le terme donné xf^y^z^, en sorte 
que la forme générale de nos trente-cinq équations précitées 
pourra être figurée par 

(i4) l%,r=^0, ou 2(Pir''>-HPÎÇ0 = O, 

il y aura quatre termes particuliers pour lesquels ces coefficients 
ne comprendront évidemment chacun qu*une seule quantité 
%jif; ce sont ceux pour lesquels les quatre indices t, y, t',/' 
sont tous égaux entre eux, et qui correspondent par conséquent 
au terme constant de Téquation A »» 0, et aux trois termes en 
x^, y*, et z^ 

Les quatre équations, formées en égalant ces quatre coefficients 
è zéro, seront donc représentées par 

$««===0. ou 2P8'>-=0, (.=.0,1,2,3) 

c'est-à-dire, en tenant compte de Tégalité de définition (M), 

a;,(sa;, - 2<A,;,) -♦- 2(a;; h- ta'«)o*„, = o, 

ou, en disposant de la fonction arbitraire T en faisant, en vue 
d*une simplification évidente, 2T = S, puis ordonnant, 

sAi(A,; -H oHo«) -H 2(a;;c«o« - a;^;,) = o, 

équation que Ton pourra écrire, en ajoutant et retranchant le 
terme SAi/A^;, 

sa;,( A'« ^ ei«) -I- 2 [a;; {A,, -*- a;,) - a;, (M ^- a';)J « o, 

et à laquelle dès lors on aperçoit de suite que Ton satisfera en 
faisant simplement 

a;, -4- dloM =0. (i « 0, 1, 2, 5). 
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Or, cette solution si simple va nous conduire très aisément, 
par une induction toute naturelle, au système du premier ordre 
que nous avons à chercher; car si Ton essaye de faire subir è nos 
quantités %jiff définies par Tégalité (13) et (11), une transfor- 
mation semblable, savoir, en mettant d^abord en facteur S=»2T 
dans Texpression (11) des Pj/^'^, ce qui donnera 

puis, en ajoutant et retranchant de même les deux termes 
A'^Xfj' et A'ifA'ijf 

Pîf •) = sa;^, (a'^ ^ <a>^) + 2 [a;;^, (JU^ ^ a;,) - a^ a;;,. 

et par conséquent aussi, en permutant les deux groupes (iy),(ty), 

Pl^' = SAj^ {\pj, -♦• <A»i,j,) -♦- 2 [A'J (<A>;,y -♦- AJ,^,) — AJ,^, A^' 

— Aj^ (cK>'i,y -+- a;;^,) -♦- x^ a;,j,j, 

on aura donc, eu égard à la définition (13), en ajoutant ces deux 
dernières égalités, et négligeant les termes qui se détruisent, 

^^^'i* = Pg^'^ ■*- ^f' = S [A'^^, (A^ H- x^) H- a;, ( a;,. ^ X,j,)] 

et par conséquent Ton voit que si Ton fait simplement 

A'éi -♦- J{>ij = 0, ou A;^, -♦- oUoi»^ == , 

ce qui entraînera 

A'j -f. cit;^ -» 0, ou a;.v -+- Ai,j. =- 0, 

toutes les quantités 9iji'f devenant nulles individuellement, on 
aura satisfait à la fois è nos trente-cinq équations proposées, 
puisqu'elles sont toutes, comme nous Tavons reconnu, de la 
forme (14). 
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Le type simple 

(15) A'^-v Jl>,^ = 0, oa A;^=- — o«r»^, (•',;« 0,1.2, 3.) 

qui, en raison des deux eonditions kij => Ay/ et o^• => oXoy^, repré- 
sente dix équations distinctes (au lieu de seize), constitue donc» 
en y remettant à la place des «A»// leurs valeurs de définition (6), 
un système normal de dix équations simultanées du premier 
ordre entre les dix inconnues Atj, système dont l'intégrale 
générale, contenant dix constantes arbitraires, et vérifiant è la 
fois, ainsi qu'on vient de le voir, nos trente-cinq équations 
proposées, représente évidemment dès lors la solution la plus 
générale du problème que nous cherchons, laquelle est déter- 
minée précisément, comme nous Favons dit plus haut (p. 5), 
par la double condition, de vérifier ces trente-cinq équations et 
de renfermer le même nombre de constantes arbitraires. 

La question est donc réduite désormais à trouver Tintégrale 
générale de ce nouveau système (15) de dix équations du pre- 
mier ordre, qui, malgré qu*il ne soit pas linéaire, peut néan- 
moins être intégré, en ayant recours encore, comme dans le cas 
d'un système linéaire, à une transformation linéaire des inconnues. 

A cet effet, désignant par aj'^ seize constantes provisoirement 
arbitraires, nous introduirons comme inconnues auxiliaires les 
seize quantités 



i')-WA.-«i' 



(16) •V}') - \Da? Aj, = «») A^, -h «5? A^ -I- «if> A 



fly 



qui se déduisent des fonctions fX tj suivant une loi très simple, 
savoir, en remplaçant dans leur expression (6) le facteur variable 
Aik par la constante af, et qui sont dès lors linéaires par rap- 
port aux inconnues actuelles A^ ou Ajk. 

Pour cela, faisant successivement y «» 1, y <=» 2, y ». 3 dans 
réquation ci-dessus (15), nous formerons tout d'abord les trois 
équations 

Aîi-^JIort^O, Ai-»- Jl,fl«=0, Ai<i-oX»a = 0, 
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ou, ce qui est la même chose, en séparant en deux membres, et 
remettant à la place des Ank, leurs valeurs de définition (6) : 

— AJ, = AhA|| -♦- A|,A,f -^ A«\,», 

— Ai «= Ag|Ati -4- A^Att •*• AflAn, 

— Aîi = A^Asi -4- A^Ag, 4- AaAn. 

Si .alors, multipliant ces équations respectivement par a^^^^,a^\ a^^ 
et les ajoutant par colonnes verticales, nous avons égard à la 
définition (16) de nos inconnues auxiliaires, en tenant compte de 
la condition Atj '=> Aji^ nous formerons ainsi cette nouvelle 
équation 

/ - («f a;. ^ «.^A;, h- ^^>A;) = AcCai'^A,. + aï>A« h- a^^k^) 

que nous écrirons semblablement trois fois, en y faisant succes- 
sivement t c=3 iy t «= 2, t B» 3, ce qui nous donnera : 

— (a'Mî, -f a?'A;, H- œ/'A;») = AncA,'/) ^ A.A'/' -♦- Aaplk?^ 

— (a?'A;, ^ oSf^A;, . an'u) = At,c)l>'/> H- A«JUi>> ^ A«JI4>, 

— («Mi, -+- a'^Ai, -H «^>AU) == A„cA,i^' + A«olW> -H AssoAo^. 

Puis, multipliant de même ces trois dernières équations respec- 
tivement par a^^f a^J^, a^^ et les ajoutent encore par colonnes 
verticales, nous formerons celles-ci : * 

- «?^ M"Ki -+- «y>A;, ^ «i'»A'3.) - «;^> («I'^a;, + ^^Mn -*- «ï^Ai,) 
- «?>k>a;5 H- «ï>a;, h- «ï>Ai,) =(«i'>AH -♦- «ï'A« + «i'»A«)c)U'/» • 

-4- (aV^A,, -*. aï>A„ -4- 4'>A„) <A>'/>-*. (af A|, ^ aSpA„ + «i'»A») Jl^>. 

Et, si enfin nous introduisons de nouveau dans Téquation ainsi 
obtenue nos nouvelles inconnues (16), nous formerons définitive- 
ment la suivante, qui tient lieu de douze équations entre les douze 
inconnues X^K 

(18) - «'/t^H -««'(^ÏT-»ïW'^)'= JtV^Jty^H-eit'MJ^^-Jkl'ïJW», 
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analogue aux équadons (15) et encore non linéaire comme 
elleSy mais plus facile à intégrer, comme on va le voir en dispo- 
sant convenablement des constantes arbitraires a^^K 

En effet, faisant tout d*abord t=y, et remarquant que 
Inéquation 

— «i'> (<*>?•)' — ai" (Jki;))' — aï» (oiui'))' = (<*></')' -^ (My -^ (M^? 

peut alors être satisfaite en faisant séparément pour A: «=» 1, 2, 3, 



— a<p (Jki'y = {MY ou ^'^'^^' 



(ofcif? 



«* 



l'O 



équation immédiatement intégrable, qui donne en désignant 
par a^^^ la constante d'intégration, 

— - = -.(A^al«}, ou X;f>= ^ 



f<*) 



on se trouve tout naturellement conduit à essayer de satisfaire 
également avec cette même expression des JU^^ aux équations (1 8) 
elles-mêmes. 

A cet effet, essayant tout d'abord, en vue de faciliter l'identifica- 
tion, de prendre dans ce but toutes les constantes a f^ introduites en 
dernier lieu égales entre elles, en faisant af^= af^=af^=ai,ee 
qui donnera à la place dp l'expression qui précède, pour les A>^^ 
et leurs dérivées, les suivantes 

.(19) Jl.i'>=— ^. (<A»lfO' = 



(A-^a,)* 

et reportant ces dernières valeurs dans l'équation (18), nous 
aurons, en remarquant que les dénominateurs deviennent alors 
communs pour chaque membre séparément, 

(A -f- aj* (A -4- a,) (A -♦- aj) 
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ou, ce qui est la même chose, en faisant passer tous les termes 
dans un même membre, et mettant en évidence les fonctions 
connues 

f-J L_lS^^=o. 

VA -+- flj A -f- tty/ Ah- Qi 

ou définitivement ^ 

(A H- a,)*(A -f- aj) 

et, par conséquent, cette équation étant satisfaite d*elle-mème, 
comme nous le savions déjà, pour t«=»;> il suffira pour qu'elle le 
soit également pour toutes les valeurs de t et de;, que Ton fasse en 
outre, pour toutes les valeurs différentes de t et de /, 



OalV/î=0, 



(20) OalV/î=0, ou aSM^-+-«iM^H-ai«a^)«0; 

c*est-à-dire explicitement, en attribuant d'abord à t et j les 
valeurs 1, 2, 3, 

«P>af > -+- «iV ^ «?'4»> = , 

(21) { a?»a</> ^ <4V* -^ «?^«l*^ = 0, 

puis, en attribuant enfin à; la valeur 0, et à t successivement les 
valeurs 1, 2, 3, 

Ce premier résultat obtenu, revenant maintenant à nos dix 
équations (18), nous observerons que Ton peut faire de ces 
équations trois parts, correspondant aux différents degrés des 
termes de Téquation de la surface proposée, et dont chacune 
s'intégrera successivement à Paide d'un procédé différent, savoir : 
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à) La première» dans laquelle les deux indices t et / ne rece- 
vront que les seules valeurs 1,9» 3» que nous pourrons donc, 
conformément à la notation usitée dans ce qui précède, 6gurer 
avec plus de précision par la formule 

(M) AU. -*-««•«. =-0, 

et qui formera un système complet non linéaire, entre les incon- 
nues Akk'f qui sont les coefficients des termes du second degré 
dans réquaUon de la famille de surfaces proposée ; 

6) La seconde, dans laquelle Tun des indices recevra la valeur 0, 
Pautre indice prenant encore successivement les valeurs 1, 2, 3, 
que nous pourrons figurer semblablement, eu égard à la défini- 
tion des JW; , par Tune ou Panure des formules 

(23) A^ -f- qIIo40 = 0, ou A^ -H Aft, Aq, + A^Aot •*- AasA« = 0, 

qui comprendra donc trois équations, et qui, en supposant les six 
inconnues Xkk' déterminées à Taide du système précédent (32), 
constituera un autre système complet, mais linéaire cette fois, 
entre les trois autres inconnues Aoj^ qui sont les coefficients des 
termes du premier degré dans Téquation proposée; 

c) Enfin la dernière, qui ne comprendra que la seule équation 
pour laquelle t et / reçoivent simultanément la valeur 0, savoir 

{U) A;,-|.«A,o.-0, ou A;o-f-(Ao.)'-H(Ao,)*-*-(Ao,)« = 0, 

et qui, en supposant les trois inconnues Aok déterminées à Taide 
du système précédent (23), fournira alors Texpression de la 
dernière inconnue A^, c*est-à-dire le terme constant de Téqua- 
(ion de la famille de surfaces, à Taide d'une simple quadrature 
seulement, et, par conséquent, avec une constante simplement 
additive. 

Occupons-nous donc d*abord du premier système (22). Si, 
restreignant à cet effet, dans la formule de définition (1 6) et dans 
Péquation (18), les deux indices t et/ aux seules valeurs 1, 2, 3, 
et les récrivant en conséquence, pour plus de clarté, sous les 
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formes suivantes 

(25) JUr> = «r A« H- «i*')A*. -h «f '>A«, 

(26) — af\Jio\*^y—ait\Mi)'-c^''^{M^^^ 

chacune de ces deux formules tiendra lieu de neuf équations ; la 
seconde représentera donc un système complet du premier ordre, 
non linéaire, entre les neuf inconnues <A>J^'^ système dont une 
solution sera fournie, d*après ce qui précède, par rexpression(19), 
dans laquelle on aura fait aussi t = k\ savoir : 

(27) jor=- ''' 



a»' 

Or, nous pourrons évidemment, dans le système des six équa- 
tions (23), considérer Akk' «^ Ajfk comme des inconnues dis- 
tinctes, à la condition d*adjoindre à ce système les trois équaUons 
complémentaires Akk'^^ Ak'kf et nous aurons alors dans cette 
hypothèse à considérer, au lieu des six équations (22), le système 
équivalent des neuf équations 

(28) Air -^ AhA^.* -+- AhAa^ ■+- Xti^ii^^O, A,^. = A^^^^, 

entre les neuf inconnues A^j^, ainsi entendues. Or, il ressort 
manifestement de la manière dont nous avons formé l'équa- 
tion (18), d*où nous avons déduit comme cas particulier Péqua- 
tion (26), que le système des neuf équations figurées par cette 
même équation (26) entre les neuf inconnues A>^P forme un 
système complètement équivalent à ce dernier système (28) 
entre les inconnues Akk'f car il est formé d*un même nombre 
d'équations entre pareil nombre d*inconnues, les dites équations 
étant formées chacune par une simple combinaison linéaire de 
ces mêmes équations (28). Ces deux systèmes (26) et (28) étant 
donc équivalents, les solutions connues (27) du premier système, 
éuint reportées dans le second, le vérifieront nécessairement; 
c'est-à-dire que si, exprimant par le moyen des relations linéaires 
(25) les Akkf au moyen des <^f^t nous remettons ensuite, dans 
ces mêmes expressions, à la place des JUj^. \ leurs valeurs (27) 
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qui satisfont aux équations (36), les valeurs des Akk' ainsi obte- 
nues vérifieront nécessairement le système (38). 

Pour calculer ces mêmes valeurs, il n'y aura donc qu'à faire 
successivement A' =» 1, 3, 3 dans la formule ci'-dessus (35), ce 
qui nous donnera, en intervertissant les deux membres, les trois 
équations 



(29) 






dans lesquelles il faudra supposer remises aux seconds membres, 
à la place des oH»^^, les valeurs fournies par l'expression (27) 
pour A' «3 1| 3, 3, et à résoudre ensuite ce dernier système par 
rapport aux Akk*» Or les trois relations (3t), qui existent par 
hypothèse entre les coefficients de ce système linéaire, c'est-é- 
dire les neuf constantes a^P^ vont nous permettre d'écrire les 
valeurs ainsi obtenues sous une forme beaucoup plus simple que 
celle sous laquelle elles se présentent ainsi de prime abord. 

En effet, les deux dernières de ces équaUons (31 ), qui sont, 
en intervertissant leur ordre et celui des facteurs de la troisième, 



pouvant être mises aussi bien sous la forme 



«i'^ 



A a' 

en convenant de poser, pour faciliter les écritures, 



(30) S<*) = (aiY -^ (4*')' ■+- («i*^)* > A « 



ai*) 4*) «V* 
x?> «?> «?) 
x',*» 4»» a? 
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15. 



fournissent, par suite, immédiatement le premier des trois 
groupes d'égalités qui suivent 



(31) 



«iM*> - 


-M-t;' 


a?'«i"- 


Aa'.'> 


ttf^aj»'- 




«t"»'/) - 




ap(4"- 


AaSÎ' 


ai»>ai"- 


Aa?^ 






«!?>«?'- 


Aal*ï 






«i"«l*'- 


A«?> 



ai«'a?> — 4M*^~ 



A«^> 



ces trois groupes s*obtenant évidemment par un procédé sem- 
blable, en prenant ainsi successivement deux à deux les trois 
relations (21), et les traitant à chaque fois d'une façon analogue. 
En outre, en multipliant respectivement par a^^\ a,^*\ af^ la 
première égalité de chacun des trois groupes, et les ajoutant, 
nous formerons encore cette autre équation 






et, par conséquent, en divisant par A, et renversant les deux 
membres, nous obtiendrons de cette façon successivement, parla 
considération des équations de même rang de chacun des trois 
groupes, les trois nouvelles égalités : 



(«y 



<«).« 



(32) 






(«i'))« 






SW 



')i* 



S'*> 






«I. 
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Le tableau qui précède (31) nous fouraissant ainsi une expres- 
sion concise de chacun des neuf déterminants mineurs du 
déterminant A (30), qui est le dénominateur commun des valeurs 
demandées des Aktf fournies par le système (29), il est clair 
qu*en tenant compte de ces expressions, ces dernières valeurs 
s'écriront simplement 

ai«ï a?) «?) 

rf> «?> «?> 

expressions dans lesquelles les <A>2^^ représentent par hypothèse 
les valeurs (27), qu'on pourra, en conséquence, en faisant la sub- 
stitution, comprendre dans la formule unique 

al*>ali> «P«l?' «P«g» 

Au> — - 



S""(* ■*- a,) »«•(* -t- o.) S'«(* -i- a,) 
ou, ce qui est la même chose, sous forme condensée, 

et qui satisfont bien, comme on le voit, ainsi que cela devait être, 
à la condition Akk* *=» Ak'k- 

Telle est donc, nous en sommes assurés rigoureusement par 
les raisonnements qui précèdent, la solution du système (28) ou 
des équations (22). Une fois en possession de ce résultat, pour 
obtenir semblablement celle du second système (23), il nous 
serait facile, par Tapplication itérative des mêmes procédés, de 
ramener son intégration, comme celle de la dernière équation 
(24), à de simples quadratures, ce qui achèverait de déterminer 
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complètement les inconnues (*). Toutefois, le calcul de la der- 
nière de ces quadratures, bien que n*offrant aucune difficulté, 
exigeant néanmoins un certain développement, une voie plus 
rapide, basée encore sur une induction rationnelle, et qui aura 
l^avantage de fournir, en outre, une vériflcation complète des 
calculs et des raisonnements précédents, nous dispensera de 
passer par tous ces intermédiaires, et nous conduira directement 
sans peine au même but, en étendant simplement aux indices 
t et /, dans toute leur généralité, le résultat auquel nous venons 
de parvenir pour les indices k et k' seulement, c*est-à-dire en 
essayant s*il ne serait pas possible de satisfaire à Tensemble des 
dix équations proposées (1 8) avec les dix expressions 



(*) En effet, si, nous reportant à notre équation (il), nous y faisons /» et>B if, elle 
détiendra, en faisant abstraction du membre intermédiaire, 

OU, en y remplaçant au second membre les tK>)l^ par leurs valeurs obtenues tout à 
llienre (87), 

Or, si nous avons égard à présent à la définition (i6) des A>^j\ laquelle donne, en y 
foisant7«>0,etisA:', 

(€) .«»1^' - ^*-'A« + 4*''A.. + »1*''A„ 

l'équation que nous venons d'écrire (a) équivaudra k la suivante 



-(-iry=- 



X-*-at. .A-i'"' i-4-a»,' 

et donnera, en intégrant, 

OU, ce qui est la même chose, 



«ir» 



i-Hfl*» 
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ou, sous forme explicite, 

fXK^ A A 'i'M" «!"«{" «W»]" 

(39) A, = A„ _ g,.,^^ _^ ^^j H- g,^^^ _^ ^^ ... gp,^^ _^ ^^^. 

Or, rien n'est plus facile que cette vérification, car, en déduisant 
de cette même expression tout d'abord par la différentialion 



S»«'(x H- a,)' S«(x + ot)» S»>(x -»- 0,)* 

puis, en faisant dans la même formule successivemeal j^=ky 
et 1 = *, 



f A . « 


«S'>«i" 


«fa?» 


«JV 


i "l'A 


S«'>(x+a,) ■ 
S"'(X -»- 0.) 




St"(i+a,) ^ S«"()-*-a,) 



expression complètement analogue à la valeur déjà trouvée (37) des JU ^t\ de même que 
la formule précédente (6) l'est à la formule ci-dessus (25), ces deux dernières formules 
(6) et iy) procédant Tune et l'autre des deux formules (25) et (27) en y écrivant simplement 
au lieu de k. Il est bien évident dès lors que la répétition des mêmes procédés qui nous 
ont déjà fourni l'expression (.^) des Aas en partant des seules formules (25) et ^27), nous 
donnera exactement de même, en partant cette fois des formules (6) et (^ cette autre 
expression 

de laquelle nous déduirons, en y faisant successivement Ar' = 1, 2, 3 (et écrivant k an lien 
de*"). 

et, dès lors, il n'y aura plus ensuite qu'à substituer ces valeurs dans l'équation (24) écrite 
ainsi 

Aio = -[(Ao.)'-»-(A„,)'-^(A«)'], 

pour être en mesure d'obtenir la dernière inconnue Aqo par une nouvelle quadrature, 
ainsi que nous l'énonçons dans le texte. 
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et de là, en multipliant ces deux dernières égalités, 

^M^f'P)* «fvr(«fy «}%f(»fy 

•**• = (S<'>)«(A -H o,)' "^ (Sfy(x * «.)' "*■ {S<»')'(A -H a,)' 
'*' S»*«<»> (X -»- a,)(x + a,) "*" S<'>S<'> (X -i- Oj) (A -t- a,) 

'*"si'>St«(A + o,)(A + a,)' 

l'on en conclura ensuite, en sommant par rapport à k, et ayant 
égard à la défînition (6) des <A>^-, 



'*" "^"°(AH-«,)' (S<'>)' "^(X+O,)» (S«)' '*"(X^« (S»'»)' 

(« yaf+gfai") Safal" (4"o.}'>-»-aj"ai'>j OalM'> 
■*■ (ÂH-a,)(A-t-o,) SC'SW "*" (*M.o,)(x+a,) S<^<«» 

(ar'afH-ojM") 'Jgt"af 
"*■ (Xh-«,) (A-HO.) S<'>S» ' 

expression qui, en tenant compte, d'une part, de la défînition (50) 
des quantités S(*>, et, d'autre part, des trois relations (30) ou (21 ), 
se réduit simplement à la suivante 

** °" (IT^S<^> "^ {X+ a.)' SW "^ (x+o.)»S<^' 

laquelle, étant rapprochée de celle ci-dessus (36) de la dérivée 
Aîy, montre que l'on a bien effectivement, avec les expressions' 
(34) des Afj, pour toutes les valeurs de t et de/, 

comme nous Pavions pressenti, et voulions nous en assurer. 
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La question serait donc entièrement résolue par ces mêmes 
expressions (34) ou (38), si, en jetant un coup d*œil rétrospectif 
sur Tensemble de ce calcul, il ne se présentait de suite à l*esprit 
une objection grave, qui nous a arrêtés nous-mêmes quelques 
instants, et qu*il importe de lever, car elle suffirait, si elle devait 
être confirmée, à ruiner l'autorité des raisonnements, ou Texacti- 
lude des calculs, par le moyen desquels nous avons obtenu cette 
solution. En effet, les dix valeurs (34) des A^ semblent à pre- 
mière vue renfermer douze constantes arbitraires, savoir les trois 
ùkf les trois a^^\ et six autres prises comme Ton voudra parmi 
les neuf a J^ ^qui sont supposées liées entre elles seulement par les 
trois relations (20) ou (21), tandis que ces mêmes valeurs, satis- 
faisant à un système complet de dix équations différentielles du 
premier ordre, ne peuvent, a priori^ renfermer en aucun cas 
plus de dix constantes arbitraires. 

On découvrira facilement la solution de ce paradoxe, en regardant 
d*un peu plus près ces valeurs (34) ou (38), et examinant de quelle 
manière ces neuf dernières constantes af^ figurent dans leur 
expression, car Ton reconnaîtra ainsi aisément qu^elles n*y entrent 

que par Pintermédiaire des n^/* rapports -^—«^^ (SW)""», 

dont les valeurs sont liées entre elles par six équaUons, savoir 
les trois équations (32) d*une part, et d'autre part les trois équa- 
tions (20) ou (21), que Ton peut écrire tout aussi bien, en 
excluant la valeur pour i et/, et les divisant par (S<*))t(Sî*'))s 






et, par conséquent, CCS neuf constantes a^'^^ qui figurent en appa- 
rence dans les expressions (34), au lieu d'y introduire six con- 
stantes arbitraires, comme nous le préjugions tout à l'heure» 
n'en n'introduisent en réalité que trois seulement, ce qui fait, en 
y joignant les trois autres a^^^et les trois n^, neuf constantes arbi- 
traires en tout, au lieu de douze. 
Mais alors la solution (34) devient incomplète, puisque Tinté- 
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grale générale du système (18)» formé de dix équations différen- 
tielles du premier ordre» doit renfermer dix constantes arbitraires» 
et non pas neuf seulement. Mais si Ton se rappelle que» les Aik 
entrant seules» d*après la définition (6) dans la composition des 
JUti» à Texclusion par conséquent de Aoo $ eette inconnue n*inter- 
vient dans le système (18) que par sa dérivée seulement» et dans 
la seule équation (94}» pour celle-là exceptionnellement on pourra 
aussi bien adjoindre à son expression (34) une constante arbi- 
traire additive A» et Ton retrouvera bien ainsi le nombre requis 
de dix constantes arbitraires dans cette solution (34). 

Convenant donc» en vue de prévenir désormais Terreur que 
nous venons de signaler» de représenter chacune des douxe con- 
stantes af\S^'^))^^f qui interviennent seules dans les expres- 
sions (3i)» par une quantité spéciale pour laquelle nous adopte- 
rons précisément de nouveau le symbole a!'^\ les neuf quantités 
a^^ étant supposées liées en conséquence par les six relations 

S(an*=i» et Oag)at*:)=0» 

qui tiendront lieu des relations (32) et (21)» c*est-à-dire sous 
forme explicite 

(«l'V+(«P)'-^(«P)' •= 1 , ( «lM'^-*-ai*>«?»-»-«lM'^) = 0, 
nous récrirons alors la solution (34) sous la forme plus simple 

et ces dix expressions, étant entendu que pour la première incon- 
nue Aoo on devra lui adjoindre une constante additive A, repré- 
senteront définitivement dès lors la solution la plus générale du 
problème proposé. 

XIII. 17 
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En posant donc dans la formule qui précède, en vue de sim- 
plifier les écritures qui vont suivre, 



(M) A.. 



A -t- a. 



d'où 



, = 8a^1"4", 



la solution que nous venons d'obtenir consistera, aous forme 
explicite, dans les dix valeurs 



(39) 



A«-A,(«i")'- 
A., = A,(aS'))'. 

A„=-A,(«iY- 
A» = A.K')'- 

A„=.A„-A,«iM"- 
A« = A,-A,«<M"- 
A.«A.-=A.«i"«r>- 

A«=A«=A,4'>4«> 
A„-A„ = A..IM"- 
A„ = A« = A,«iM 



• A. (.?>)• ■ 

A, {«?>)« - 
A.(.^'- 

• A.ctJ'ai'» - 

AA^»? - 
A,<4?'«p - 

- A,«f>«P> • 
■ A^p>«P> - 

- A,aJ^<4«) 



•A, (.?>)'-*, 

A. («y)*, 

A,(«f»)% 
•A, («?')', 

A^'-?>. 
A.«?'«?'. 

■ AsaiM*». 

■ A^af, 
- A^foi", 



dans lesquelles A^, Aj. Aj représentent, pour abréger, d'après 
l'égalité de définition qui précède (38), les fractions simples : 



(40) A, 



\ 



fli 



A. 



Of 



As- 



Or les neuf constantes o^j^ étant alors liées entre elles par les 
six relations ci-dessus (37), il devient visible, d'une part, que 
ces neuf constantes sont les cosinus directeurs d'un certain 
système d'axes fixes, dont ils définissent la position par rapport 
aux axes actuels, et d'autre part que la solution que nous venons 
d'obtenir, et qui est exprimée en dernière analyse par les valeurs 
(39) et (40), coïncidera littéralement avec celle formulée dans 
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notre Chapitre II par les égalités (199) (que nous avions 
déduite, tout d'abord, par la seule transformation des coordonnées 
rectilignesy de la solution d'une question plus simple précé- 
demment obtenue), en établissent entre ces deux systèmes de 
formules, de même qu'entre les équations proposées (1) de cette 
Note et (126) ou (128) du Chapitre II, la corrélation suivante, 
savoir 

Aoo=3, A„ = X, Ati=^)ll>, A83 = G, 
Aoj = Ajo=^^, Aoi = Ajo=^, Aoi «= A|o = 9C 9 
Afj = A„=ÛE), A8i«=A|8^»£, A„ = A,, = <y, 



(W) 



A|«»A, A,BsB, A, = C, ai = a', a,«»6', 05 = 0', 

4*).^;, «p)-y;, «i*» = t;, «l*> = «, «l«) = «', «?> = «", 
1 ai*)«€, 4*» = 6', 4*> = 6", «P«r, «if^ = r', ^^y'\ 

conclusion qui confirme aussi complètement qu'on peut le désirer 
celle à laquelle nous avions été conduits déjà par une voie 
beaucoup plus rapide. 

Le succès du calcul assez long et compliqué que nous venons 
de présenter dans cette Note tient tout entier, comme on le voit, 
au mode de notation que nous avons adopté pour les coefficients 
de l'équation de la famille de surfaces proposée A =» 0, étant 
bien évident qu'il fût devenu radicalement impraticable, si nous 
avions écrit cette équation sous la forme (138), avec laquelle on 
l'étudiait naguère encore dans la Géométrie Analytique, c'est-à- 
dire si nous avions adopté un symbole spécial pour représenter 
chacun de ses dix coefficients : car les 38 équations du second 
ordre qu'il nous eut fallu écrire individuellement, à la suite les 
unes des autres, eussent mis en jeu 30 fonctions différentes, 
représentées chacune par un symbole particulier, si Ton borne 
la supputation aux inconnues primitives, et 74 en réalité, si Ton 
compte les fonctions auxiliaires dont l'introduction dans le 
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calcul nous a seule permis d*arriver à la solution du problème (*)• 
Aussi, bien que ce calcul ne nous ait amené en fin de compte 
à aucun résultat nouveau, nous ne pensons pas néanmoins que 
Ton doive le juger comme complètement dénué d^intérét, en ce 
qu*il établit d*une façon péremptoire, que la multiplicité des 
inconnues et des équations à traiter ne constitue pas un obstacle 
irréductible à Tapplication de notre méthode pour la recherche 
des familles isothermes de surfaces, et qu*il en démontre par k 
fait la praticabilité effective (si l*on veut bien nous pardonner 
ce mot barbare), à la condition d*avoir recours, pour écrire 
l'équation de la famille de surfaces proposée, à une notation 
symbolique, présentant les mêmes avantages de compréhension et 
de symétrie. C*est pourquoi nous espérons, en terminant, Findul- 
gence et surtout la patience du Lecteur, pour accorder quelque 
attention à ce long calcul, quelque peu attrayant qu*il paraisse 
au premier abord, dans la pensée que Tapplication de procédés 
analogues aux équations de degrés supérieurs pourrait peut-èti^ 
conduire un Analyste plus habile à la découverte de familles 
isothermes inconnues jusqu'ici, dont la rencontre constituerait 
pour la Science une précieuse acquisition, et présenterait cette 
fois dès lors un intérêt incontestable. 



{*) Savoir, 90 pour les dix iDconnues ktj^ tt leurs dérivées premières et secondes; 
90 également pour les dix fonctions oKo^ et leurs dérivées premières; et enfin 34 pour 
les douze inconnues auxiliaires oUdj , et leurs dérivées premières, que nous avons 
seules considérées : ce qui, en y joignant les douze constantes aj*^ , qui figurent dans les 
expressions (16^ forme un total de 86 quantités différentes, quil eût fallu, avec ce mode 
de notation, représenter chacune par un symbole spécial. 



ERRATA 

(relatifs a la note I DE l'Appendice.) 

Page 48 (en noie.) L'avant-demière ligne d'équations doit être rétablie ainsi qu'il suit : 

*°'"'^is^(rï:^)' ^"-'^s'Vh-».)' ""^i^n:^' 

Page 20, 3« ligne, à compter du bas de la page, au lieu de aj*^ lire : a^*\ {S^*^~«. 
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RECHERCHES 

SUR 



LES ACCELERATIONS EN GÉNÉRAL 



Ph. GILBERT 

Professeur à l'Université de Louvain. 



PRÉLIMINAIRES. 

Nous adoptons pour abréger , dans ce travail» certaines 
notations et définitions dont plusieurs , d'ailleurs, sont déjà 
usitées, mais qu'il convient d'expliquer pour faciliter la lecture. 

I. Lorsqu'un système invariable, un solide, tourne autour 
d'un point fixe 0, nous représentons l'axe instantané de rotation 
par une droite 01 menée du point dans la direction de l'axe, 
dans un sens tel que la rotation ait lieu de gauche à droite pour 
l'observateur couché sur 01, les pieds en 0, et d'une longueur 01 
proportionnelle à la vitesse angulaire a>. Le point I est alors le 
pôle de la rotation. 

II. Lorsque nous considérons deux directions bien définies 
partant d'un même point 0; par exemple, un axe de rotation 
01 = û>, et un rayon vecteur OM = p, l'angle lOM compris 
entre ces deux directions sera désigné par tùp. Si nous avons 
trois directions partant d'un point 0, telles qu'un axe de rota- 
tion tù, un rayon vecteur p, un axe de coordonnées OX, l'angle 
dièdre compris entre les plans de deux de ces directions, par 
exemple, entre le plan de l'angle ûp et le plan de l'angle px, sera 
désigné par ûpx, la direction qui forme l'arête du dièdre étant 
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écrite entre les deux autres. En vertu de ces notations, la for- 
mule des triangles sphériques s'écrirait 



COS eux (=s COS »p COS pX -^ Sin 6>p Sin pX COS ccpX . 

III. Une direction (/, m, n) est celle qui fait, avec trois axes 
rectangulaires donnés, des angles dont les cosinus sont respec- 
tivement /, m, n. 

Les lettres x, y, z placées en indices, comme dans (*>,, u,, u^) 
désignent toujours les projections sur les axes coordonnés de la 
droite, de longueur et de direction déterminées, désignée par 
la leure principale. 

Plus généralement, Tindice u marque la projection sur une 
direction bien déterminée t<.. Ainsi y^ désigne la projection, sur 
la direction t<, de Taccélération j\ d*ordre n d*un point mobile. 

IV. Après M. Resal, nous appelons produit géométrique de 
deux longueurs a et 6 le produit de ces droites par le cosinus 
de Tangle compris entre leurs directions bien définies. Ayant 
souvent de tels produits à considérer, nous les indiquerons, pour 
abréger, par un astérisque entre a et 6. Ainsi Ton aura 

a 4< 6 "B a6 cos ab, 

V. Nous emploierons souvent la notion des index, déjà 
utilisée dans notre Cours de mécanique. Un point mobile H a 
une certaine vitesse v; d*une origine fixe on tire un rayon 
vecteur 0M| égal et parallèle à i;; M| est Vindex du point M. 
Le point Mf étant aussi mobile, en général, admet à son tour 
un index Mj, dont le rayon vecteur variable OMj figure i chaque 
instant, en grandeur et en direction, la vitesse du point M^ ou 
Taccélération du point M : Mj est Yindex du second ordre de H. 
Et ainsi de suite. 

VI. Nous emploierons aussi, par places, la notation de Bel- 

lavitis pour les équipollences ou équations géométriques. Ainsi 

réquipollence 

R£sr -♦- r' ^ r" h- ••• 
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signifie qu*une droite R est la résultante de droites r, r', r" don- 
nées de grandeur et de direction. Elle entraine toujours, comme 
on sait, les équations 

R, = r, -4- r; -♦- r;'-+- ..., 

R^ == Ty -4- fy -4- r'y -^ "' 



PREMIÈRE PARTIE. 



ACCÉLÉRATIONS DU PREMIER ORDRE DANS LE MOUVEMENT 
D*UN CORPS SOLIDE. 



§ 1. De l'accélération angulaire. 

1. Un solide étant mobile autour d*un point fixe 0» on porte 

à partir de ce point la droite 
01 = (i> représentant Taxe 
instantané de rotation à Tin- 
stant t que Ton considère 
(fig. 1). Soit de même 
or » (i> + d(ù Taxe instan- 
tané à répoque < -4- dr; la 
droite OL, parallèle à II' et 
égale au rapport IF : dr à la 
Fig. I. limite, est Taccélération an- 

gulaire X| ou X du solide i Pépoque t. 

Il s*ensuit que OL est, à chaque instant, égal et parallèle à la 
vitesse d*un point 1 qui coïnciderait constamment avec le pôle 
de la rotation instantanée : L est l'index du point I. Appliquant 
au point I les formules connues pour les composantes de la 
vitesse d*un point suivant son rayon vecteur et normalement à 
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ce rayon, on aura» pour les composantes X^ et ^ de Taccélération 
angulaire suivant 01 et normalement à 01, 

du dip 

ip étant Tangle conique que décrit Taxe instantané sur la surface 
du cône qui est le lieu de cet axe dans Tespace. 

2. La remarque faite ci-dessus donne immédiatement les 

composantes X., >y, >, de Faccélération angulaire suivant trois 

axes rectangulaires Ox, Oy, Oz doués d*un mouvement quel* 

conque autour de Torigine O. Soient, à Tépoque ^ p, 9, r les 

composantes de la rotation instantanée tt suivant ces axes (ou 

les coordonnées du point I); a, (3, y celles de Taxe instantané 

OS =3 9 du système de comparaison Oxyz. La vitesse du pôle I 

dans Tespace est la résultante de sa vitesse relative par rapport 

à Oxyz, laquelle a pour composantes ^^ ^^ ^, et desa vitesse 

d'entraînement due à la rotation du système Oxyz autour de OS, 

vitesse dont les composantes sont ^r — yq^ yp — ar^ aq — ^p; 

donc 

dp 



0) 



Ces expressions se simplifient dans deux cas : l"* Quand le sys- 
tème de comparaison Oxyz est supposé fixe, d*où a=s^ =y = 0; 
2** quand ces axes sont liés invariablement au solide lui-même, 
ce qui donne 

Dans ces deux cas, on a simplement 

(2) . . . . A. = -, A,--. A,--, 



y. 


'"dt 


-^pr- 


-rq. 


>, 


dq 
dt 


■*-rp- 


-VT, 


A. 


dr 
~dt 


•*• aq — 


-pp. 
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ks composantes de raccélération angulaire du solide parallèle- 
meni à trois axes rectangulaires fixes, ou liés invariablement au 
solide, s'expriment par les dérivées par rapport au temps des 
composantes de la rotation du solide suivant ces axes respecti- 
vement. 

3. Le même principe conduit à la détermination de Taccélé- 
ration angulaire du solide dans son mouvement relatif par 
rapport au système Oxyz, Soient Or l'axe représentatif de la 
rotation relative; p\ q\ r' ses projections sur Ox, Oy, Oz 
respectivement, les notations précédentes étant conservées. Le 
théorème connu de la composition des rotations donne 

et il suffit de substituer ces valeurs dans les équations (1) pour 

trouver 

dp' da ^ 

''=7f'^d^^^'-''^^ 

àr' dr , ^ , 

Or, diaprés ce qui a été établi ci-dessus, ^t ^» ^ sont les 
composantes de Taccélération angulaire du solide dans son 
mouvement relatif par rapport à Oxyz, ou de Yaccélération 
angulaire relative ^'; ^> ^f » ^ sont les composantes de l'accé- 
lération angulaire d^entrainement, X" ; ^r' — yq\ etc., sont les 
composantes de la vitesse d*entrainement du point T due à la 
rotation OS, d'après des formules connues; appelons cette vitesse 
Yaccélération angulaire composée du solide, X'". Il résulte donc 
des équations (3) que Ton a 

ou que : si un solide tournant autour d'un point fixe est rap- 
porté à un système de comparaison mobile autour du même 
point, raccélération angulaire absolue est la résultante de Taccé- 
lération angulaire relative, de raccélération angulaire d^entrat- 
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nement et de raccélération angulaire composée. Celle-ei est 
représentée, en grandeur et en direction, par la vitesse, due à la 
rotation d*entratnement, du pôle V de la rotation relative. 
Ce théorème est dû à M. Resal (Cinématique pure, p. 263). 

4. On procède de même pour (es accélérations angulaires 
des ordres supérieurs. L^accélération angulaire du second ordre X, 
dérive de celle du premier ordre X, comme celle-ci de l'axe 
instantané a>; elle est donc figurée par une droite OL2 égale et 
parallèle à la vitesse, dans Tespace, du pôle L de l'accélération 
angulaire du premier ordre. En projetant sur les axes mobiles Ox, 
Oy^ Oz et considérant encore la vitesse absolue du point L 
comme la résultante de sa vitesse relative et de sa vitesse d'en- 
trainement, on aura, comme au numéro 2, 



dt 



— +p>, — y>,, 



OU, en substituant à >,, \^ >, leurs valeurs (1), 

H- p(a7 — pp) — r(rp — «r). 

On remarquera que ^» ^t ^ sont les composantes yi,, fx,, 
fx, de raccélération angulaire fx du système Oxj^z, d'après la 
remarque de la fin du numéro 2. D*autre part, on a 

p (aq -'pp)^r {yp — «r) = {ap -♦- py -4- yr) a — - (at» -♦- p' -4- y') p 
= « * a, a — ff*p . 

Opérant de même pour \f\,f on aura 
d*p I dr dq\ 

^-dF-^^Vdi^'^dt)'^'^'^'''''-^''''''''''^ 

^Q ^1 dp dr\ 

tPr ^( dq dp\ 
i^= — -.- 2 ^« - — p - j + 9^. — p^, -*- « * <r.r — «»»r. 
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L*iDterprélation géométrique de ces formules ne serait pas 
diflBcile; nons signalerons seulement deux cas particuliers : 

l"" Si les axea Ox, Oy, Oz sont supposés immobiles, a = & 
sa y =3 0, 0" =3 0, a, = |Xy = |x, = 0, on a simplement 

(Pp d'q rf*r 

^^dF' ^'^dF' ^^^diF' 

les composantes de la suraccélération angulaire suivant ces axes 
fixes sont respectivement égales aux dérivées secondes, par rap- 
port au temps, des composantes de la rotation instantanée ; ce 
qui était évident a priori. 

2® Si les axes Ox, Oj/, Oz sont liés au solide, on a encore 
a = p, P=3qr, y = r, doù 

dp dq dr 

et les équations (4) se réduisent aux suivantes 

d*p dr dq 
dt* ^ di dt 

^ ' » ^ di» dt ^ di 

d?r dq ' dp 

On remarque qu il n*y a plus ici, comme dans Taccélération 
angulaire du premier ordre, identité d*expression entre les pro- 
jections sur des axes fixes et sur des axes liés au solide. 

Les accélérations angulaires du troisième ordre s*obtiennent 
aussi simplement Nous nous bornons à donner les formules 
pbur le cas où le système Oxyz est lié au solide. On trouve 



dt^ Vdt* dt*l Vdt dtl 

cPr / d?q cToN / rf« dr\ 
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On déduirait de là les formules pour les accélérations angu- 
laires dans les mouvements relatifs, mais nous exposerons plus 
loin une méthode générale et très simple qui résout le problème 
pour un ordre quelconque. 



§ 2. Propriétés générales des accélérations des points d'un solide 
dont un point est fixe. 

6. Un solide étant mobile autour d*un point fixe 0, les com- 
posantes de la vitesse d*un point quelconque M parallèlement à 
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz ont pour expressions, p, q, r 
étant les composantes de Faxe instantané 01 et x, y, z les coor- 
données du point M, par rapport au système Oxyz, 

!r. = 7Z-^ry, 
ry=rx— pz, 
^M^^py — qx. 

Si Ton suppose les axes fixes, on en déduira pour la compo- 
sante y. de Taccélération du point M parallèlement à Ox, 

dv^ dq dr dz dy 

ou, en vertu des formules (2), 

iy, = AyZ — A,y -♦- qvs — " rtjy , et de même 
j\ = A^ — A.Z -^ rv, — pv,, 
h = ^y — V H- pu, — 7v.. 

On voit facilement que ces relations (8) subsistent même pour 
un système d^axes Oxyz mobile d*une manière quelconque 
autour du point 0. Linterprétation géométrique en est facile : 
les termes \z — i,y, ... sont, d*après (7), les composantes de la 
vitesse du point M dans une rotation dont OL serait Taxe repré- 
sentatif; les termes çv, — rv,, ... auxquels se réduiraient les 
expressions de;,,... si \, \, l, étaient nuls, c'est-à-dire si le 
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solide avait une rotation nniforme «> autour de Taxe fixe 01, sont 
les composantes de Taccélération du point M dans cette hypo- 
thèse particulière. Donc 

Dans la rotation d'un solide autour d'un point fîxe^ l'accélé- 
ration d'un point quelconque se compose 1* de C accélération 
centripète due à la rotation autour de l'axe instantané devenu 
invariable; ^ de la vitesse due à une rotation dont l'accélération 
angulaire serait l'axe représentatif. 

La substitution des valeurs (7) dev., t?,, v. dans les équations (8) 
donnerait 

;. = \z — Ky-*-q{py — qx) — r (rx — pz) , 

d*oùy observant que si p est le rayon vecteur OM, on a 

px H- çy -+- fJT «= » * p, 
on tire facilement 

iy. — V — ^«y ■♦- « * pp — "'^» 
jg = Ky — V^ -♦■ «*p.r — »'z. 
Ces formules sinterprètent aussi géométriquement. 

6. Les équations (8) donnent lieu à de nombreuses consé- 
quences. Si on les multiplie respectivement par p, q, r et qu*on 
les ajoute, on a 

Pi^ -^ 9h -^ rj, = )^(ry — qz) h- )^{pz — rx) -*• X,(qx -^py) 

d'où 

(10) «♦;-♦- A* i? = 0. 

Â chaque instant^ la somme des produits géométriques de l'axe 
instantané par l'accélération d'un point qwlconque et de l'accélé- 
ration angulaire par la vitesse du même point, est nulle quel 
que soit ce point. L'équation (1 0) peut s'écrire aussi 

j cosl^ A 

v cos Al? ® 
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et 8*énonce alors sous cette forme : A chaque inOant, les pro- 
jections de l'accélération d'un point sur l'aooe instantané et de sa 
vitesse sur l'accélération angulaire, sont dans un rapport qui est 
constant quel que soit ce point, et égal au rapport de l'accélération 
angulaire du solide à sa vitesse angulaire, changé de signe. 

Ce théorème a été trouvé par M. Resal sous une forme un 
peu différente (Cinématique pure, p. 220.). 

De là résulte un théorème de dynamique. Soil m la masse 
d*un point (x, y, z) du corps; multiplions par m Féquation (10) 
et faisons la somme pour tous les points du système. Il viendra 

(ùlmj cos «; -+- Asmv cos Av = . 

Or» Sut/ cos lùj représente la somme des projections des forces 
conservées sur Taxe 01, qui est égale, comme on sait, à la pro- 
jection de la résultante R des forces extérieures qui agissent sur 
le corps, en y comprenant la réaction du point fixe. Le premier 
terme est donc égal à gdR cos ûH. De même, si nous représentons 
par OSaaS la résultante des quantités de mouvement de tous 
les points transportées en 0, le deuxième terme sera la même 
chose que y& cos TS, donc Téquation se réduira à 

(li) »*R-*-A*S = 0, 

c'est-à-dire que, lorsqu'un solide tourne autour d'un point fixe, 
à chaque instant, le produit géométrique de l'axe instantané par 
la résultante des forces extérieures (y compris la réaction du 
point fixe) et le produit géométrique de l'accélération angulaire 
par la résultante des qtmntités de mouvement, donnent une somme 
égale à zéro. 

7. On tire encore des équations (8) 

v.J,-^ vjy -^ vj.= A, (yv, — zi?y) ^ A, {zv, - XI?,) ^ A, (x»y — yv,), 

d*où, multipliant par m et faisant la somme pour tous les points 
du solide, 

imv ♦ j = A,2m (y V, — zv,) -h x^im (zv,— xr,) ^ A,2m (xv^ — yv,). 
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Mais si nous représentons par OK ^=3 K Taxe du couple 
résultant des quantités du mouvement de tous les points du 
corps, relatif i Torigine 0» ou Vaxe d'impulsion, k cause des 
relations K, «=3 Sm (yv^ — zv^), etc.» le second membre se 
réduira à \K, -f- \K, -+- X,K,, d'où 

imv ♦ j = A ^ K . 
D'autre part, les équations (7) nous donnent 

et si OG t=» G représente Taxe du couple résultant des forces 
extérieures relatif au point 0, on aura, en vertu du théorème 
des moments, 

2»»(îO. — «/»)=' G.» etc. 

d'où 

ce qui, combiné avec l'équation ci-dessus, conduit à la relation 
(i2) »*G=»A«K. 

On a donc ces deux propriétés du mouvement d'un solide 
autour d'un point fixe : 1* La somme des produits géométriques 
des quantités de mouvement de tous les points par leurs accéléra- 
tions égale le produit géométrique de l'axe instantané par Vaxe 
du couple résultant des forces extérieures, relatif au point fixe; 

2* Le produit géométrique de l'axe instantané de rotation par 
l'axe du couple moteur est égal au produit géométrique de l'ac- 
célération angulaire par l'axe d'impulsion. 

8. On a encore, par les équations (8), 

«J. -^ Vh -^ «is = M^y — 9«) -^ t?,(p2 — rx) + v,(qx^py) =—v\ 
ou 
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œ qui montre que raccélération fait toujours un angle obtus 
avec la direction OM du rayon vecteur. De là 

2wip ♦ j « — imv\ 

Mais un groupement différent donne aussi 

p^j^—p (y V. — ««y) — q {zv, — xv,) — r {xv, — y v,), 
donc 





zmp«jB=» — «41 R, 


et par suite 




(i3) 


. . imv* = « « R. 



La force vive du corps est égale, à chaque instarU, au produit 
géométrique de Vaxe instantané de rotation par l'axe d'impulsion 
relatif au point fixe, ce qui revient, d*ai Heurs, à un théorème 
connu. 

9. On donne encore à l'équation (11) une forme différente. 
Le produit (ù*j peut s'écrire ainsi : 

« ♦> — « (9>, — nj -♦. y (ri. — px,) H- « (pi, — qx,), 

d'où Ton tire en multipliant par m et faisant la somme pour tous 
les points 

fi) 4. R es (ça, — fiy) imx -+- (rA, — pA,) imy h- (piy — çi.) 2mz. 

Appelons M la masse du solide; X|, y^ , Z| les coordonnées 
de son centre de gravité P. Les relations ZmxcaMxf, etc..., 
donneront 

« ♦ R = M [xi (qx, — rA,) -^ y^ (rA. — pA,) h- z, (xA, — yA,)] 
— MvoKJpÎL, 

vol OPIL désignant le volume du parallélipipède construit sur 
les arêtes contiguës OP, 01, OL. Donc 
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Le produit géométrique de l'axe instantané de rotation par la 
résultante des forces extérieures (y compris la réaclion du point 
fixe) est égal à la masse du corps, multipliée par le volume du 
parallélipipède construit sur Vaxe instantané ^ l'accélération 
angulaire et le rayon vecteur du centre de gravité, comme arêtes 
contiguës. 

Enfin, on déduirait encore des équations (8) diverses rela- 
tions d*un moindre intérêt, telles que les suivantes : l"" Le pro- 
duit géométrique de Vaccélération angulaire par la résultante R 
des forces extérieures, y compris la réaction du point fixe, est 
égal et de signe contraire au volume du parallélipipède qui a pour 
arêtes contiguës l'axe instantané 01, l'accélération angulaire OL, 
et la résultante OS des quantités de mouvement. 

S"" On a les égalités 

V ♦y = — «Ap* sin »p sin Ap cos «pA, 
A ♦j = — w*Ap sin «p sin «A cos Ai?p, 

et si Ton désigne par w la vitesse, due à la rotation 01, du 
point du corps qui coïncide avec le pôle L de Taccélération 
angulaire, par p| le rayon vecteur OP du centre de gravité, on 
a aussi 

o^ j =*W*p^ A«J-4-tl?«t?==0, 

§ 3. Groupement et construction géométriques des accélérations 
dans un solide qui a un point fixe. 

10. Nous allons d*abord, au moyen des formules (8), établir 
certains groupements entre les accélérations des points du solide 
qui satisfont à une condition déterminée. 

Si dans ces équations (8) on substitue les valeurs (7) de 
v,fV^,v^, on trouve que ;„ /y, y, sont des fonctions linéaires 
homogènes de x, y, z. Il en résulte que 

l** Tous les points situés sur un même rayon partant du 
point ont des accélérations parallèles et respectivement pro- 
XIII. 18 
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porlionneiles niix distances de ces points au point O. Elles sont 
de sens contraire pour deux points situés de part et d*autre du 
point 0. Il s^ensuit que si Ton connaît l*accélération d*un de ces 
points, on connaîtra celles de tous les autres ; 

2* Tous les points doni laecélération est normale à une 
droite OQ sont dans un même plan passant par le point fixe et 
normal à une droite OP que Ton saurait déterminer, mais ce 
problème est compris dans un problème plus général que nous 
allons traiter. 

11. Cherchons le lieu des points du solide dont Taccélération, 
projetée sur une direction OQ {l, m, n), a une valeur donnée w. 
Ces points vérifient Téquation 

substituons-y les valeurs de;,, /,« j\ données par les équations (9); 
nous aurons 

(mA, — fiAy) X -4- («A, — /a,) y -+- (/Ay — mA,) z 
— {px -»- çy "♦- rz) (Ip -4- mq -¥- nr) — «* (/x -♦- my -♦- nz) = o. 

Élevons en une perpendiculaire OQ' au plan QOL (fig. 2), 

du côté de ce plan où la ro- 
tation de OQ vers OL parai- 
trait se faire de la gauche 
vers la droite; nous aurons, 
comme on sait, 

tw Ay — nA, 
e= Asin aQ cos Q'x, etc. 

D'ailleurs, on a 




donc 



Fig .t. 



/p -+- mg -•- fir = » C08 «Q» 



p (Ip "^ mq -h nr) — a*x = »• (cos cjQ cos «x — cos Qx) 



«' sin oQ sin ax cos Qcat » «' sin oQ cos Q"x, 
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OQ" étant la direction normale à 01 dans le plan QOI, dans 
le sens opposé à OQ. Le coefficient de x dans Téquation du plan 
devient ainsi : 

A sin ÂQ ces Q'x -^ a* sin oQ cos Q"x, 
et de même, ceux de y, z, 

A sin 1^ cos Q^ -♦- w* sin ûJQ cos Q"y, 
A sin aQ cos Q'z h- «* sin «Q cos Q"z 

Construisons la droite 0P= P dont les projections sur Ox, Oy, Oz 
seraient respectivement égales h ces quantités, Téquation du 
plan cherché prendra la forni9 

(«) • P.X-*-Pyl/^P,Z = a. 

G*est Téquation d*un plan normal à OP, mené à une distance 
du point fixe égale à p. Mais les valeurs de P,, Py, P, font voir 
que OP est la résultante d*une droite égale à XsinXQ dirigée 
suivant 0Q\ et d'une droite égale à a>^ sin ôîQ dirigée suivant OQ''. 
On a donc la construction suivante : 

Pour trouver le lieu des points dont l'accélération est projetée 
sur une droite OQ suivant une grandeur donnée m, on projette 
faccélération angulaire en 0L| sur le plan normal à OQ et on 
fait tourner cette projection d'un angle droite autour de OQ, de 
gauche à droite, jusqu'en OQ'. D'autre part y on porte sur OQ 
une longueur égale à w^ que l'on projette en OQ^ sur l'axe instan- 
tané, et l'on tire OQ" égal et parallèle à la droite projetante QQ|. 
Enfiny on construit la résultante OP = P de OQ', OQ". Le lieu 
cherché est un plan (A) normal à OP, à une distance du point 
égale à m : P. 

Si Ton considère dans ce plan les points dont Taccélération 
est la même en grandeur, leurs accélérations seront également 
inclinées sur la droite OQ. P étant indépendant de w, la distance 
du plan (A) au point varie proportionnellement à la pro- 
jection cr, et est nulle en même temps que cette dernière. Dans 
ce cas, le plan (A) passe par le point fixe et ses points ont leurs 
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accélérations normales à OQ. La construction de OP donnée 
plus haut détermine donc le plan dont les accélérations sont 
normales à OQ. 

12. Le problème inverse : Étant donnée une droite OP, 
trouver la droite OQ, se résout d'une manière analogue, en 
résolvant les équations (9) par rapport à x, y, z. On obtient ainsi 
les formules 

dans lesquelles on a 

a =«'p'-+- aJ, P = « * a . r-»- A,A,-l-«*(p^ - A,), r=— « ♦ A • ÇH- A,A,-+-û)'(rp-t- A,), 
a'=— ûj* i • r-t-A,Ay-l-«*(pç-t-A,), p'=tt'ç'-t-Aj, y'=w« A-p-hAyA,H-w'(qfr—A.), 
tf"=« ♦ A . 7-^A,A,+«*(rp— Ay), p"= — « « A . p-H AyA,-l-«'(9r-+-A.), r"=«VViî. 

On écrit ces coefficients d'une manière plus simple en dési- 
gnant par Nx, N^, "Nz les angles formés avec les axes par la 
direction ON de la composante \t' On a alors 

!a -=«'pV )î, p=>.>y-4- »«(p7->i,cos"N2), r =>.>,-*-a,'(rpH-x„cosNy), 
a"=A,A,-*-w'(rp— Aj,cosNy), p"=>yA,-4- «'(çr-*- A^cosNx), r"=^ûjV'-H A] 

Il existe entre ces coefficients diverses relations plus ou 
moins intéressantes; ainsi Ion a 

« ^ p' + y- = «* H- 1\ (p" - ry ^ (r - a")' -H (oc' - p)'= 4«*iî, etc. 

Le déterminant A n'est pas nul, en général ; pour qu1l le soit 
il faut que Ton ait o) &= ou ^ = 0, c'est-à-dire que la vitesse 
angulaire soit nulle ou que raccélération angulaire n'ait pas de 
composante normale à l'axe instantané. En dehors de ces cas 
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exceptionnels que nous laisserons de côté, x, y, z ont des valeurs 
finies et déterminées pour chaque système de valeurs dej^yj^^j,; 
donc : 1* il existe toujours dans le solide un point, et un seul, 
qui a une accélération donnée de grandeur et de direction; 2** il 
n*y a qu*un point dont laccélération soit nulle, c*est le point 
fixe ; Z"" tous les points du corps, situés dans un môme plan 
passant par le point 0, ont leurs accélérations normales à une 
même droite OQ. 

13. Pour simplifier les formules, nous supposerons mainte- 
nant que Ton prenne pour direction OZ celle de Taxe instantané, 
pour OX celle de la projection ON de Taccélération angulaire sur 
le plan normal à 01, OY étant perpendiculaire à OX, OZ. Le 
plan lOL ou XZ qui contient Taxe instantané et Taccélération 
angulaire sera le plan principal; OX, OY, OZ seront les direc- 
tions principales. Dans ce système d'axes coordonnés, on a 

p = 0, 9 = 0, r = «, A, = x,,, >y==0, i, = )^, 
y, «= — «y, Vy = û)x, r, = 0, 

les formules (8) deviennent 

Telles sont les composantes de Taccélération d'un point (x^y^z) 
parallèlement aux directions principales. Cherchons le lieu des 
points du corps qui, à Finstant considéré, ont une accélération 
de grandeur donnée j : ils vérifient Téquation 

(17).. («*x ^ l^yY ^ (>^x - a,«y - X,zY -^ xly' =p. 

Ce lieu est une surface du second ordre dont est le centre, qui 
a un point réel sur chaque direction partant du point (10). 
C'est donc un ellipsoïde. Les surfaces qui répondent à des 
valeurs différentes du paramètre j sont concentriques et homo- 
thétiques; il suffit donc d'étudier la distribution des accélé- 
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rations sur Tune d elles, par exemple, celle qui répond à / 
et que nous appellerons V ellipsoïde (E). 



1, 



14. Cherchons les points dont raccélération est parallèle à 
Tune des directions principales : \^ Pour que Taccélération soit 
parallèle à OX, il faut et il suffit que j\ =/, = 0, ce qui donne 

X la — 

y«=:0, XuX — XjtZ=^0, ou - = — = <(5fXX. 

z Xp, 

Ces équations représentent la droite OL. Donc le lieu des points 
du solide dont l'accélération est parallèle à la direction princi- 
pale ON est une droite, qui coïncide avec l'accélération angulaire; 

2" Si Ton pose /, = y, = 0, l'accélération est parallèle à OY ; 
on a X = 0, î/ = 0, ce qui donne l'axe OZ : le lieu des points 
dont l'accélération est normale au plan principal est une droite, 
qui se confond avec l'axe instantané de rotation 01 ; 

3*^ Enfin les conditions j\ = 0, j\ = conduisent aux 

équations 

Jx '\- x^y = 0, 
(18) 



>«x ' 



tf'y — >«z = 0, 



dont la première représente un plan passant par OZ et dont la 

trace FF' sur le plan XY(fig. 3) 
fait avec OX un angle t donné 
par réquation 




(19). 



tgt = --. 



Fig. 5. 



La seconde est celle d'un 
plan passant par l'origine, dont 
les traces sur les plans XY et 
XZ ont respectivement pour 
équations 



\^x — «'y = 0, \jX — A.,z = 0; 
la première est une droite OG perpendiculaire à OF, la deuxième 
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est l'accélération angulaire OL. Ces droites OG, OL déterminent 
le plan GOL dont Tintersection avec le premier FOZ est la 
droite cherchée Ofx dont les points ont leurs accélérations paral- 
lèles à OZ. Mais OG est perpendiculaire au plan FOZ, donc Ofx 
est la projection de OL sur le plan FOZ, donc : 

Menons par l'axe instantané OZ un plan FOZ dont rinclinaison 
sur le plan principal soit définie par l'équation (19), et projetons 
sur ce plan l'accélération angulaire OL, suivant Ofx. Cette 
droite Ofx sera le lieu des points du corps dont l'accélération est 
parallèle à l'axe instantané. 

Cherchons les cosinus directeurs de Ofx. Nous avons, par les 
équations (18), 

d*où nous tirons immédiatement, en posant 

(20) . . . . P=V/(«*-f.xî,)(«* + ^«), 
les formules cherchées, 

/ai\ — ^»^« "*^N — a* -*- Xl 

(21) C0Syi^= . C0Sjuys=3 » C0$/<Zt=s 

15. Si nous revenons à Tellipsoïde d'égale accélération, nous 
simplifierons son équation en prenant pour axe des x' Taccélé- 
ration angulaire OL, des y' Taxe instantané 01, des z' la 
droite Ofx. Les cosinus directeurs de ces nouveaux axes par 
rapport à OX, OY, OZ étant connus, on aura 

X = — X H Z , 

A P 



z = — x' -♦- y H- 



«*-4-Ai 
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d'où Ton tirera 



(22) . . . . \ \,x — «'y — A,z.= — x«y', 
et en substituant dans Téquation (17), 

De cette égalité résulte le théorème suivant : 

Les directions de l'accélération angulaire^ de taxe instantané 

de rotation et de la droite Op, lieu des points dont l'accélération 

est parallèle à l'axe instantané, sont celles de trois diamètres 

conjugués de l'ellipsoïde d'égale accélération (*). 

Si Ton désigne par a\ b\ c' les demi-diamètres correspondant 

à ces directions dans Tellipsolde (E), on aura 

ils sont respectivement proportionnels à >, &>*» j. En les 
multipliant par /, on aura les demi-diamètres conjugués ayant 
respectivement les mêmes directions dans Tellipsoïde qui répond 
à Taccélération j. On remarquera le rapport simple qui existe 
entre le rayon b' de rellipsoïde (E) dirigé suivant Taxe 01 et la 
composante \ de laccélération angulaire. 
On aura aussi, par les formules (24), 

j?\ y A« / 

et en remplaçant P* par sa valeur et observant que a'* -h 6'* h- c'* 



n Ce théorème parait dû à M. Scbell ( Théorie der Bewegung und Kràfte, 1. 1, p. 493) . 
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est égal à la somme a* + 6* -h c^ des carrés des demi-axes de 
Tellipsoide (E), 



.«1 

■N 



«'Ai 



16. Des équations (16), (22) et (23) découlent ces relations 
simples entre les composantes de Paccélération d*un point du 
corps parallèlement aux directions principales, et les coordonnées 
de ce point parallèlement aux diamètres conjugués de Tellip- 
soîde (E) : 

x' v' z' 

(25, . .,-. = --. i,=--f,. >. = --. 

Elles nous serviront à réaliser certaines constructions géomé- 
triques. 

Remarquons immédiatement que le plan passant par le 
point 0, dont les points ont leurs accélérations normales à ime 
droite OQ (I, m, n), satisfait à Téquation 

ou, d*après les équations (25), 

Ix' mu' nz' 

— - -rr-^ — =0- 
a' b c 

Le diamètre conjugué de ce plan, dans rellipsoïde (E), a pour 
équations par rapport au système d*axes OL, 01, Ofji, comme on 
sait, 

^ yi £ 

a^ __ 6" c* 
7" 6^ 7 



ou 



"^ t ^ 
a' 6' c 

l m n 
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ce qui montre, en vertu des mêmes équations (25)» que tout 
point pris sur ce diamètre aura son accélération parallèle à la 
droite OQ. 

De là ce théorème intéressant, signalé par M. Gruey : 

Lorsqu'un plan a ses accélérations perpendiculaires à une droite 
donnée OQ, le diamètre conjugué de ce plan dans Pellipsoïde (E), 
a ses accélérations parallèles à la droite OQ. 

Les formules (23) conduisent encore à de nombreuses consé- 
quences qu'il suffit d'énoncer : 

l"" Le lieu des points dont Taccélération a une projection 
donnée sur la direction principale OX est un plan parallèle aux 
directions 01, Ofx; les points de ce plan situés sur un même 
ellipsoïde d'égale accélération ont leurs accélérations également 
inclinées sur OX; le plan passant par 01, Ojui a ses accélérations 
normales à OX. 

2*' Le lieu des points dont raccélération a une projection 
donnée sur la direction principale OY est un plan parallèle aux 
directions OL, O/x; Tintersection de ce plan avec 'un ellipsoïde 
d'égale accélération est une ellipse, lieu des points dont l'accélé- 
ration fait un angle donné avec OY; le plan passant par OL, 0/x 
a ses accélérations normales à OY; 

S*" Le lieu des points dont l'accélération a une projection 
donnée sur l'axe instantané 01 est un plan parallèle aux direc- 
tions OL, 01 ou au plan principal ; les points d'intersection de 
ce plan avec un ellipsoïde d'égale accélération ont leurs accélé- 
rations également inclinées sur 01, et le plan principal lui-même 
a ses accélérations normales à l'axe instantané. 

17. Reprenons les équations (16), multiplions-les respecti- 
vement par 

ajoutons-les; il vient 
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donc, ji désignant la projection de raecélération d'un point 
(x, y, z) sur raecélération angulaire, on a 

(26) ;i= jx. 

Ainsi, la projection de l'accélération (Tun point sur l'accélé- 
ration angulaire, et celle du rayon vecteur de ce point sur la 
première direction principale OX, sont dans un rapport constant 
quel que soit ce point. Tout plan normal à ON a ses accélérations 
projetées en grandeur égale sur l'accélération angulaire, et le 
lieu des points dont l'accélération est normale à OL est le plan 
mené par le point fixe normalement à ON. 

Nous avons, par la troisième des équations (16), 

(27) ;« =- >«y, 

ce qui nous montre de même que le lieu des points dont raecé- 
lération est normale à l'axe instantané est le plan principal, etc. 
Enfin, pour chercher quelle est la composante de raecélé- 
ration qui ne dépend que de z, appelons A, B, G les cosinus 
directeurs d'une droite quelconque, et dans Téquation 



(A) Ai, 


-^ B;; + C;,=(- A«* -♦- BaJ)x— (Aa^ -4- B»*— C>„)y— BAj,z 


posons 






A»» — Bi„ « «, Ai« -*. B»« — Cà:, -= 0, 


d'où 


A B Ca« i^ 



La direction cherchée est donc caractérisée par les cosinus 
directeurs 



A„>« _ «*>« 



(28) . . .A = -^» B = — ^. C= — -^. 
V ^ P P P 

A, B,G ne différent donc des cosinus directeurs de la droite 0^ 
que par le signe de B, d'où le théorème suivant : 
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La direction snr laquelle il faut projeter les accélérations des 
points du corps pour que ces projections ne dépendent que de la 
coordonnée parallèle à 01, est une droite 0(i symétrique de Ofx 
par rapport au plan principal. 

On a alors, d*après Téquatioii (A), 

(29) ;^.= -Bi,z = -^%. 

Ainsi : 4* Tout plan normal à l'axe instantané a ses accélé- 
rations projetées en grandeur égale sur la droite Ofx', et celui de 
ces plans qui passe par le point fixe a ses accélérations nor- 
males à Ofjt' ; 2« Les projections du rayon vecteur d'un point 
sur Vaxe instantané et de l'accélération de ce point sur la direc- 
tion Op' sont dans un rapport constant, quel que soit ce point. 

18. On peut mettre les formules (26), (27) et (29) sous une 
autre forme en ayant égard aux valeurs de a', 6', c' déterminées 
par les équations (24) et introduisant, pour plus de symétrie, la 
direction 01' ou a>' directement opposée à celle de l'axe instan- 
tané 01. On trouve alors 

(30) . . .h ^. U-'-l' J>^' = -}r 

ce qui fait connaître les projections de Paccélération d'un point 
du corps sur OL, 01', Oix' en fonctions très simples des coor- 
données du point parallèlement aux directions principales. 
On déduit d'ailleurs de ces formules la relation 

x' H- y« -*. z« = a'VÎ -H b'% 4- c'%., 

ce qui montre que si l'on tire du point des droites égales et 
parallèles aux accélérations des points situés sur une sphère 
ayant pour centre, le lieu des extrémités de ces droites sera un 
ellipsoïde ayant aussi pour centre le point 0. 

On tire encore immédiatement des équations (30) ces pro- 
priétés : 
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Tout point du solide pris sur la direction principale OX a son 
accélération normale au plan passant par l'axe instantané et la 
direction Of^'. — Tout point pris sur la direction principale OY 
a son accélération normale au plan passant par l'accélét^ation 
angulaire et la droite 0[i*. — Tout point pris sur l'axe instan- 
tané OZ a son accélération normale au plan principal lOL 
otiXOZ. 

19. Les formules ci-dessus conduisent à diverses consiruc- 
lions générales. Considérons un point M(x', y', z') sur Tellip- 
soîde (E). Le plan tangent en ce point coupera les axes OL, 
01, OfjL aux distances respectives 

a" 6" c'« 

x' y . z' 

ety si w désigne la distance du centre à ce plan tangent, on 
aura 




Nous aurons donc, en faisant usage des relations (25), 

i» ^ J\ ^ h ^ ^ 
o' cos ox' 6' cos ay' c' cos cz' 



9 



les composantes de Taccélération d*un point M, parallèlement 
aux directions principales, sont donc proportionnelles aux pro- 

(*) On déduit de ces équations 



a = [/a" cos ^oof -f- b'* cos •oy' -♦- c** cos "ex', 

donc la somme dei carrés des projections de trois diamètres conjugués quelconques 
d'un ellipsoïde sur la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan tangent arbi- 
traire est égale au carré de cette perpendiculaire. 
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jeciions des demî-diamètres a', 6', c' sur la normale à Tellipsoîde 
en M. D'où cette construction : 

Menons le plan tangent en tA à l'ellipsoïde (E), projetons les 
demi-diamètres de l'elUpsoïde diriges suivant OL, 01, Ofx sur la 
perpendiculaire abaissée du point sur le plan tangent, et 
portons ces projections respectivement sur les directions princi- 
pales OX, OY, OZ ; leur résultante, prise en sens contraire, 
donfiera la direction de l'accélération du point M. 

On tire aussi, des valeurs ci-dessus de «, P, 7, 



d*où 






a , 0' . c' 

a p y 



donc, si Ton mène un plan langent en M à Tellipsoïde, les rapports 
des demi-diamèires de Tellipsoîde dirigés suivant OL, 01, 0/x, 
aux segments faits sur leurs directions respectives par le plan 
tangent en M, changés de signe, donnent les composantes de 
Taccélération du point M parallèlement aux directions princi- 
pales OX, OY, OZ. De là cette construction : 

Portons sur les directions principales OX, OY, OZ les lon- 
gueurs a', b', c' des demi-diamètres dirigés suivant OL, 01, Ofx, 
et par leurs extrémités des plans normaux à OX, OY, OZ. Du 
centre 0, décrivons trois sphères ayant pour rayons respectifs les 
segments faits sur les directions OL, 01, Of* à partir du point 
par le plan tangent à l ellipsoïde (Ë) en un point quelconque M. 
Les cônes de sommet qui ont pour bases les sections des sphères 
respectivement par les trois plans ont une génératrice commune, 
dont la direction est celte de l'accélération du point M. 



(I) Ce qui conduilàcette autre propriété de l'ellipsoïde : La somme des carrés de trois 
diamètres conjugués quelconques de Veiiipscide, divisés respectivement par les carrés 
des segments faits sur ces diamètres, à partir du centre, par un plan tangent arbi- 
traire, est constante et égale à l'unité. 



Digitized by 



Google 



— 287 — 27. 

20. Enfin, les équations (25) et (30) conduisent à la solution 
de plusieurs problèmes, dont Tun a été résolu au n"" 11. 

Étant donnée une droite OQ, chercher le plan dont tes accélé^ 
rations^ projetées sur OQ, ont une valeur donnée bj. 

Soient /, m, n les cosinus directeurs de OQ par rapport 
àOX, OY, OZ;réqualion 

Ij, -f- mjy -f- n/. = a 

devient, par la substitution des valeurs (25), 

/x' my' nz' 

'77'*' IT'^iy'^'^''' 
abc 

ce qui est Téquation du plan cherché rapportée à OL, 01, Ofx. 

Mais y, ^, ^ sont les segments a, P, y faits sur les droites 

OX, OY, OZ à partir du point 0, par le plan normal à OQ mené 

à la distance v du point O, donc Téquation du plan peut s'écrire 

aussi 

t' y' z' 

a'oi bp cy 

et représente un plan qui coupe les pro/on^enien^^ des directions 
OL, 01, Ofx respectivement, à des distances a'a, 6'P, c'y du 
point 0. Ce plan est donc facile à constnn're. 

Le problème inverse est celui^^i : Étant donné un plan (A) 
normal à une direction OP, trouver la droite OQ sur laquelle les 
accélérations du plan (A) sont projetées en grandeur égale. 

Soit 

réquation du plan (A), rapporté aux axes OX, OY, OZ. Les 
équations (30) nous donnent 

(i'IJx -*- b'nijf^f -*- c'nJfA. =» — ct, , 
égalité que nous écrivons comme suit : 

(o7| cos Âx -+- 6'mi cos a'x -♦- c'n, cos fi'x) ;, 
-♦- (a7| cos Ty -*- 6'm, cos û7y n- c'w, cos f^'t/jj^ 
-♦- (a7| cos Az -♦- 6'm, cosaz -+■ c'nt cos ^'z)j^ = — oi. 
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On voit que si Ton porte, sur les directions OL, 01', Ofx' 
respectivement des longueurs a7|, 6'mo c'ni, la résultante Q de 
ces trois droites vérifiera Téquation 

Q.;. "^ QJ, -*- Q.y. = — oi » 
ou 

Q»j-^ — o, jcosïQ — — ^• 

Donc OQ est la droite cherchée, et la projection des accéléra- 
tions du plan (A) sur OQ est égale à — ^. 

Résolvons encore cet autre problème : Trouver le lieu des 
points du solide dont l'accélération est parallèle à une droite OT. 

Ces points satisfont aux équations 



l 



9 



cos Tx cos Ty cos Tz 

et par suite, à cause des équations (25), à celles-ci : 

X' ^ y z' 

a cos Tx 6' cos'fy c' cosTz 

On portera donc, sur les directions principales OX, OY, OZ, 
respectivement, les demi-diamètres a', 6', c\ et on les projettera 
sur la droite OT. Ces projections, transportées respectivement 
sur les directions OL» 01, Ofji, donneront une résultante OS qui 
sera le lieu des points dont laccélération est parallèle à OT. 



§ IV. Composantes tangentielle et normale 
de l'accélération. 

21. Cherchons maintenant les composantes de Taccélérationy 
d'un point M du solide : 1*" suivant la direction MV (fig. i) de 
la vitesse de ce point, soit j\ ; 2* suivant la direction MP du 
rayon de rotation u, soit/.; 3"* parallèlement à Taxe instantané OZ, 
soit/^. Ces trois directions sont rectangulaires. 
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29. 




^-- ^1 



"M. 



Rappelons que raecélération j a deux composantes (n"" 5), 

l'une «*u dirigée vers Taxe 01, 
qui tombe sur la direction MP 
et ne donne rien sur les deux 
autres ; Tautre» égale à la vitesse 
due à l'accélération angulaire, 
et qui est normale au plan 
LOM. Or, la rotation X autour 
de OL se décompose en trois 
autres : une rotation X„ autour 
de Taxe instantané 01 ; 2** une 
rotation \ cos 9 autour de la 
projection 0M| du rayon vec- 
teur sur le plan XY, 9 désignant l'angle que fait le plan ZOM 
avec le plan principal XZ, compté à partir de OX dans le 
sens XY jusqu'à 360*',- 3' une rotation X^ sin <p autour de la direc- 
tion OM2 parallèle et opposée à celle de la vitesse v. La première 
composante donne au point M une vitesse ^^^u suivant MV; 
la deuxième une vitesse \ cos 9 . MM| = ^p^ cos f normale au 
plan ZOM en sens opposé à MV; la troisième une vitesse 
\ sin (p.OM, normale à OM dans le plan ZOM, et qui a par suite 
deux composantes ^ sin cp.p cos^ suivant MP, X,, sin f.p sinûp 
parallèlement à 01. On a donc 



Fig. 4. 



(3i) 






pour les expressions de composantes cherchées. On les trouverait 
également au moyen des formules (16) et des cosinus directeurs 
de MV, MP, OZ. Nous allons interpréter géométriquement ces 
composantes. 

22. La première j^ peut s'écrire 

y^ = xp (cos <d\ sin 6)p — sin coX cos »p cos f>) , 
XIII. 19 
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OU, au moyen du triangle sphérique formé par les directions u, \ p. 



(33) 



y« ss Ap sin xp cos ci)pX. 



On en tire immédiatement ce résultat : La composante tangen- 
tielle de C accélération d'un point M du solide est mesurée par 
l'aire du parallélogramme construit sur l'accélération angulaire 
et sur le rayon vecteur OM, projetée sur le plan passant par 
Paoce instantané et le rayon OM, et prise avec le signe -^ ou le 
signe — suivant qu'elle tombe du même côté que l'axe 01 ou du 
côté opposé^ par rapport à OM (*). 

L'équation (31) peut encore être simplifiée. Élevons par le 

point fixe O (fig. 5), dans le plan 
ZOMy une perpendiculaire Ot au 
rayon vecteur, et du même côté 
de ce rayon que Taxe 01. Le 
triangle sphérique OL, OM» Ot 
nous donnera 



cos A( = sin Ap cos »pA, 
et par suite 
(55) . . .;; = A,p. 




Fif . 6. 



Ainsi la composante tangentielle de l'accélération s'obtient en 
multipliant le rayon vecteur par la projection de l'accélération 
angulaire sur la normale au cône qw décrit ce rayon. 

Il est facile de trouver dans le corps le lieu des points dont 
Taccélération tangentielle est nulle. L'équation (32) nous donne, 
en effet, pour cela la condition 

cos ft)pA = 0, 

ce qui montre que les plans menés par le rayon vecteur OM et 



(*) Ce théorème et Téquation (31) dérivent d'ailleurs immédiatement de la remarque 
du no5. 
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Taxe insiai)tané|d*une part, par OM et raccélération angulaire OL, 
de Tautre, doivent être perpendiculaires Tun à Tautre. Le lieu 
cherché est donc celui de Tintersection de deux plans rectan- 
gulaires, menés par Taxe 01 et la droite OL, et Ton sait qu'un 
tel lieu n*est autre chose que le cône du second degré (C^) qui 
a pour arêtes opposées 01, OL, et dont les sections circulaires 
sont respectivement normales à ces deux directions (fig. 6). Si 

donc on prend sur 01 une lon- 
gueur arbitraire OA, qu'on 
élève la perpendiculaire AB 
terminée en B à Taccélération 
angulaire, que Ton décrive sur 
AB comme diamètre un cercle 
dont le plan soit normal à 01, 
le cône qui a pour sommet le 
point fixe et pour base ce cercle 
sera le lieu des points sans 
accélération tangentielle. Il est 
à remarquer que ce cône (G|) 
est entièrement déterminé par 
^'^' *• les directions 01, OL, et ne 

dépend nullement des valeurs de a>, 1. 

Prenant pour axes coordonnés Ox, Oz les bissectrices des 
deux angles supplémentaires compris entre Taxe instantané et 
raccélération angulaire, pour Oy la normale OY au plan prin- 
cipal, réquation du cône prendra la forme simple . 




Z* . «A 

— . = cot«— , 



en sorte que Ox, Of/, Oz sont les axes principaux du cône. 

Remarquons encore : l*" que langle AMB étant droit, la 
direction de la vitesse du point M passe par le point B ; S*" que 
l'équation (33) donne aussi, pour la condition d'une accélé- 
ration tangentielle nulle, 
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en sorte que la direction 0/ est normale i OL pour tous les 
points du cône ci-dessus. On énoncera donc les propriétés 
suivantes : 

Le lieu des points du corps sans accélération tangentielle est un 
cône (Cj) du second degré^ lieu géométrique des intersections de 
deux plans rectangulaires menés respectivement par l'axe instan- 
tané et par Caccélération angulaire, et qui a ses sections circti- 
laires normales à ces deux droites 01, OL, le plan lOL étant un 
plan principal du cône. 

Le rapport des distances d'un point quelconque de ce cône (C^) 
aux bissectrices des deux angles supplémentaires formés par l'axe 
instantané et l'accélération angulaire est constant, et égal à la 
tangente de la moitié de l'angle ojX. 

Tous les points situés sur le cône (G|) ont des vitesses qui vont 
rencontrer l'accélération angulaire. 

Si un angle droit ayant son sommet au point fixe se meut de 
manièf^e que son plan passe toujours par l'axe instantané, et qu'un 
de ses côtés décrive un plan normal à l'accélération angulaire, 
l'autre côté décrira le cône (Cj), lieu des points sans accélération 
tangentielle. 

23. La deuxième équation (31) peut aussi s'écrire plus sim- 
plement. Prenons sur Taxe 01 (fig. 7) une longueur OA ^=vfl^ 
et élevons AD perpendiculaire au plan principal du côté opposé 
à OY, et égal à \. Menons OD = (3. L'équation susdite nous 
donne 

y^cs? p (u' sin G;p-f- AhCos a^ sin f )<= ^p (cos »psin 6>p+sin cdjScos fi»p sin f ), 

et par le triangle sphérique formé par les directions (u, [3, p), 

(34) ;^«= ppsinppcoswpp. 

On voit déjà que la composante de l'accélération d'un point M 
suivant le rayon de rotation a pour mesure l'aire du parallélo- 
gramme construit sur la droite constante OD et sur le rayon 
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33. 



vecteur du point M, projetée sur te plan normal à la vitesse de M, 

et prise avec le signe -i- ou 
le signe — suivant qu'elle 
tombe du même côté de OM 
que l'axe instantané ou du 
côté opposé. 
On a aussi 

cos ^t es sin ^p sin &pp, 

^ d'où celte expression très 
simple 




Fig. 7. 



(35) 



' Pip; 



c*est-i-dire que la composante de l'accélération suivant le rayon 
de rotation est le produit du rayon vecteur par la projection de 
la droite OD sur la normale au cône décrit par ce rayon vecteur. 

Ces équations (34) et (3S) conduisent immédiatement aux 
propriétés suivantes, analogues à celles que nous avons déduites 
plus haut : Le lieu des points du solide dont l'accélération nor- 
male à l'axe instantané est nulle est un cône (G2) du second 
degré, lieu de t intersection de deux plans rectangulaires menés 
respectivement par l'axe instantané 01 et la droite OD, définie 
ci-dessus. Les sections circulaires de ce cône sont pei^endiculaires, 
les unes à l'axe instantané, les autres à la droite OD, et ont leurs 
diamètres compris entre ces deux droites. 

Le cône (Cj) serait encore engendré par un côté d'un angle 
droit ayant son sommet au point fixe, son plan passant par l'axe 
instantané, l'autre côté décrivant le plan normal à la droite OD. 

24. Les cônes (Cj) et (C,) se coupent suivant deux généra- 
trices. L'une n'est autre chose que Taxe instantané, l'autre est une 
droite (fig. 8) OH, lieu des points du corps pour lesquels les compo- 
santes /„ et /. sont nulles, pour lesquels, par conséquent, l'accélé- 
ration/ se réduit à sa composante y„ parallèle i OL Cette droite 
n'est autre que la droite Ofjique nous avons déterminée au n"* 14, 
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et qui forme avec les directions 01, OL un système de diamètres 
conjugués de Tellipsoîde (Ë). Comme elle est une génératrice 

commune aux cônes (C|) et 
(€2)1 le plan mené par OH et 
par Taxe instantané est à la fois 
normal aux plans OHB, OHD 
menés par OH et par les direc- 
tions respectives OL, OD, donc 
ces dernières sont, avec OH, 
dans un même plan normal au 
plan lOH. De là ces construc- 
tions : i* Après avoir tracé la 
F'f . s. droite OD dans te plan YZ par 

la règle indiquée ci-dessus, on mènera un plan par cette droite 
et par l'accélération angulaire; puis^ par l'axe 01, on mènera un 
plan nornuil à celui-là; l'intersection sera la droite OH, lieu 
des points qui ont letirs accélérations parallèles à 01 ; 9* «i, au 
contraire^ OH est déjà connu, le plan mené par OH et par OL 
tracera, sur le plan mené par 01 normalement ou plan prin- 
cipal, la droite OD. 

On peut encore observer que les vitesses des points du corps 
situés sur la droite OH vont rencontrer à la fois Taccélération 
angulaire et la droite OD, et que les points situés sur OD ont 
leurs accélérations parallèles au plan principal et normales i 
Taccélération angulaire. 

25. Il reste à considérer la composante j^ parallèle à 01. 
La troisième équation (31) donne 

J» = ârW sin f , 

ce qui montre que cette composante a pour mesure l'aire du 
parallélogramme construit sur l'accélération angulaire et sur le 
rayon vecteur OM du point mobile, projetée sur le plan normal 
-à Vaxe instantané. 

Pour que j^ soit nul, il faut et il suflSt que sin 9 le soit, ce 
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qui délermine le plan principal ; la condition ti = ne donnerait 
d^ailleurs que des points situés dans ce plan. On retrouve donc 
cette propriété déjà connue» que le lieu des points dont Faccé- 
lération est normale i Taxe instantané n'est autre que le plan 
principal. 

26. Pour construire la normale principale et le centre de 
courbure de la trajectoire d*un point quelconque M, il suffit de 
trouver la direction de la composante de / normale à la trajec- 
toire, ou la résultante des accélérations y. et/c». 

Remarquons d'abord que si C est le centre de courbure de la 
trajecroirc du point M et MG son rayon de courbure, OC sera 
perpendiculaire à MG, car est évidemment le centre de la 
sphère osculatriee de la trajectoire, et Ton sait que ce point se 
trouve sur la normale au plan du cercle osculateur menée par 
son centre. La droite OC est donc Vaxe du cercle osculateur de 
la trajectoire du point M, et de plus, cet axe est le même pour 
tous les points du solide situés sur un même rayon OM, car on 
a vu que tous ces points ont leurs vitesses et leurs accélérations 
parallèles et proportionnelles à leurs distances au point 0. 
Cherchons donc à déterminer cet axe OC, et appelons ^ Tangle 
compris entre sa direction et celle de Taxe 01. On voit immédia- 
tement que cet angle est égal à Tinclinaison du rayon de cour- 
bure MG sur le rayon de rotation MP, d'où 

ju «'w -H A„po sin f 

COt »|» B= -;- ea > 

Jf^ A„tl Sm f 

OU 



(36) COt t(» = cot «p 



>ii sm f 



Mais si nous portons sur la normale OY au plan principal (fig. 9) 
une longueur OK = >i„ que nous projetterons en OK' sur la 
droite OMf parallèle à PM; que nous élevions K'EF parallèle 
à 01, et qu'à partir du point E où cette parallèle coupe le rayon 
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vecteur OM nous portions une longueur EF = &)', nous aurons 
évidemment 

OK' «= )h sin f , 



colIOF»-. 



EF -H EK' 



OK' 



A„ sm ? 



-♦- cot «p, 



donc lOF = ^, et la droite OF sera Taxe de courbure cherché. 

De là cette construction très 
simple du centre de cour- 
bure de la trajectoire d*un 
point quelconque du solide : 

On construira d'abord un 
cylindre tangent au plan 
principal le long de l'axe 
instantané 01, à droite de 
l'accélération angulaire OL 
par rapport à la directionOlf 
et ayant pour section droite 
un cercle de diamètre \. 

Soit OM le rayon tiré du 
point fixe à tin point quel- 




Fif . 9. 



conque du solide, E le point où il traverse le cylindre ci-dessus; 
portons à partir de E, sur la génératrice et dans le sens positif de 
l'axe 01, une longueur constante EF= w'. La droite OF sera 
taxe du cercle osculateur pour la trajectoire d'un point quel- 
conque M de OM ; iMG, perpendiculaire sur OF, sera la normale 
principale et C le centre de courbure de cette trajectoire. 

Observons que cette construction est tout à fait générale, 
Fangle ûp du rayon vecteur avec Taxe instantané pouvant 
surpasser 90% Fangle ^ également. Quant i (p, on peut se borner 
à le faire varier de 0* à 180*, car les plans passant par Taxe 01 
qui répondent à (p > 180* renferment les prolongements des 
rayons vecteurs pour lesquels tp < 180*, et comme Taxe de 
courbure est unique pour tous les points d'un même rayon, il 
suffit de le déterminer pour les points situés, sur ce rayon, d'un 
même côté du point 0. 
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27. La formule (36) et la constructioD qui en résulte per- 
mettant de suivre facilement la variation du centre de courbure 
de la trajectoire quand on fait varier, soit Pinclinaison du rayon p 
sur Taxe instantané, soit Tazimut 9 de ce rayon. 

Dans le plan principal» on a 9 = 0, cotip^^oo , ^ = 0, la 
droite OF coïncide avec Taxe instantané. Ainsi les points du corps 
situés dans le plan passant par l'axe instantané et raccélération 
angulaire décrivent des trajectoires dont le rayon de courbure 
est normal à l'axe instantané et dont le centre de courbure est 
sur cet axe. 

Dans un plan quelconque mené par 01, Tinclinaison de la 
droite OF sur 01 augmente avec Pinclinaison du rayon vecteur 
OM, mais la différence des cota ngen tes des angles ij; et c^ reste 
constante. Lorsque le rayon OM devient normal à 01, ô^p^^OO*, 
on a 



cot ■■:> == - 



A„ sm f 



Les points du solide situés dans le plan mené par norma- 
lement à 01, ont donc encore les centres de courbure de leurs 
trajectoires placés du même côté que Taxe instantané par rapport 
è eux-mêmes. Mais si Ton considère les points pour lesquels on a 



cot »p s= • 



A« sm f 



et pour lesquels, comme on le voit immédiatement, j. :=» 0, on 
aura par Féquation (36) cot ^ =» 0, ^ a» 90*, et Ton en 
conclura que les points du corps situés sur le cône (C^\ ou pour 
lesquels la composante de Taccélération suivant le rayon de 
rotation s'évanouît, ont les rayons de courbure de leurs trajec^ 
toires parallèles à l'axe instantané, et par suite^ leurs centres de 
courbure dans le plan de Céquateur du solide. Le rayon de cour- 
bure MC est dans le sens de Taxe positif 01 pour les points dont 
le rayon p fait un angle obtus avec 01, et en sens contraire pour 
les points dont le rayon fait un angle aigu avec 01 (fig. \ 0). 
Enfin, si Ton fait croître Tangle^ de manière que le rayon 
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vecteur OM tombe dans rintérieur du c6ne (Cs), Taxe de cour- 
bure OF fera avec 01 un angle 
supérieur i 90% et le rayon de 
courbure de la trajectoire sera 
dirigé, i partir du point M, 
dans un sens opposé à celui où 
se trouve Taxe instantané de 
rotation. On peut donc dire, 
dans un certain sens, que le 
cône (G2) partage les points du 
solide en deux groupes; les 
uns, hors du cône, tournent la 
concavité de leur trajectoire 
vers Taxe instantané; les autres, 
dans rintérieur du cône, tour* 
nent la convexité de leur tra- 
jectoire vers cet axe. Le cône 




Fig. 10. 



(Gji) joue ici un rôle analogue à celui que joue, dans les mou- 
vements plans, le cercle auquel nous avons donné le nom de 
cercle d'inflexion. 

La construction donnée plus haut manifeste encore cette pro- 
priété : les rayons vecteurs qui rencontrent la surface du cylindre 
aux différents points d'une même section droite déterminent un 
cône. Les axes de courbure des trajectoires des différents points 
de cône forment un deuxième cône, de sommet 0, dont la direc- 
trice est une autre section droite du même cylindre. 

28. Dans son mémoire sur le groupement géométrique des 
accélérations, M. Gruey traite ce problème : Trouver un plan 
passant par le point fixe et tel qu'il contienne les accélérations 
de tous ses points. D'après le théorème du n*" 16, ce problème 
revient i celui-ci : trouver sur l'ellipsoïde (E) tin point tel que 
son accélération soit normale à la surface. Ce point sera l'extré- 
mité du diamètre conjugué du plan jouissant de la propriété 
demandée. On reconnaît aussi, par la construction du n* 11, que 
la normale à ce plan est une générau*ice du cône (C|), lieu des 
points dont l'accélération tangentielle est nulle. 
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§ V. Accélérations des points d'un solide libre. 

29. Considérons un solide libre en mouvement dans Tespaee; 
soit, à un insUint donné, 01 Taxe instantané de rotation et de 
glissement ou aoce de Mozzi, et appelons surface de Mozzi la 
surface réglée qui est le lieu des positions successives de cet 
axe dans Tespace. Le mouvement du solide se compose d'une 
rotation <é autour de 01, accompagnée d'une translation, de 
vitesse Q, le long de cet axe; Q sera ^ suivant que la vitesse 
de glissement sera dans le sens 01 de Taxe positif de rotation, ou 
en sens contraire. 

Imaginons un point mobile qui coïnciderait, à chaque instant, 
avec le point central (*) de la génératrice 01 de la surface de 
Mozzi, et décrirait la ligne de striction ou Yaréte de rebroussement 
de cette surface selon qu'elle serait gauche ou développable. 
Nommons Xo, yo» ^o» ^ '^^ coordonnées et la vitesse de ce point 
mobile par rapport à un système d'axes rectangulaires fixe. Les 
composantes de la vitesse t? d'un point quelconque M (x, y, z) 
du solide ont pour expressions, d'après cela, 

v,«=Q,H-ç{z -zo) — r(y — yo), etc., 

d'où, dérivant par rapport au temps et appelant X l'accélération 
angulaire OL rapportée au point du solide, 

(37) y. =-j^ — (qw,-~rw,) ^ x^{z—Zo)—K{y—yo) •+- qv.—rVj,, elc, 
car on a 



dxQ dyo 



= «'*» rJ7 = *«'f» 



Observons d'ailleurs que la vitesse Q étant dirigée suivant 
01, on a 

9Q, — rQ, = 0, rQ.-7)Q, = 0,.-., 

(*) Cbasles, Mémoire surlet tur faces engendrées par une ligne droite. 
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et Ton peiil remplacer dans la formule précédente les compo- 
santes t;,, i;y, . • . de la vitesse totale du point M par les compo- 
santes t/,9 v', de sa vitesse due à la rotation du solide autour de 
Taxe de Mozzi. Si Ton désigne d'ailleurs par J Taccélération du 
point du solide qui est actuellement en 0, et pour lequel on a 
« = «0» y =• yo. ^ =■ ^o> ^' = 0, r; =s O, v', = O, réquatlon 
ci-dessus deviendra 

;, = J. -H Ay (« — «o) — ^s (y — yo) -*- ?»;— ri;;, 

et Ton aura deux autres équations semblables pour ;,,/,. On 
en conclut que, à chaque instant du mouvement d'un solide libre^ 
raccélération d'un point quelconque M est la résultante 1* d'une 
accélération égale et parallèle à celle du point qui est actuelle- 
ment en 0; 2** de l'accélération qu'aurait le point M si ^ le 
point étant fixe, l'axe instantané et Vaccélération angulaire 
gardaient leur grandeur et leur direction actuelles. 

Ce théorème subsiste, d'après un principe connu, si Ton prend 
au lieu du point tout autre point du solide pour y rapporter 
Taxe instantané, mais Taccélération J présente, pour le point O, 
des propriétés particulières, comme on va le voir. 

30. Les équations (37) donnent évidemment 

rfQx 



(58) 



J^==— ^ — (rir, — pu?,), 



Mais on a 



f/Q, rfQ rfcoswx 

Q, = Qcos«x. _=_c«s«x-HQ-^j^. 

et si nous désignons comme précédemment par \^ et \ les cora- 



Digitized by 



Google 



— 30i — 4i. 

posantes de raccéléralion angulaire OL suivant Taxe 01 et suivant 
une direction ON normale à 01, nous aurons 

d.COStfX ie, —- 

■ = — cos Nx ; 

dt a 

d*autre part, qw, — m?, est ia composante parallèle à Taxe des a: 
de la vitesse, due à la rotation 6>), du point W, extrémité de la 
droite qui figure la vitesse w du point mobile 0, et comme cette 
vitesse u;, tangente à la surface de Mozzi au point central, est 
dans le plan normal au plan principal lOL si la surface est 
gauche, ce qui est le cas général, la vitesse du point W sera 
parallèle à ON et de sens contraire (*), de sorte que Ton aura 

qw, — rwy = — aw sin aw cos NX. 

Raisonnant de même sur les composantes J,, J,, on aura les 
formules suivantes : 



[aw &IÏÏ 63W •«- — I cos Nx, 



J, =» -r- cos «X -♦- I «ti; sin cjti; 
dt ^ 

] dQ — I Qi„\ 

(39) . ( J, =s — cos «y -f- itùw sin uw -¥• — I cos Ny , 

rfQ _ / . _ Qi^\ 

J, = -7- cos «z -*- 1 «ii; sm au? h cos Nz. 

\ dt \ al 

De là ce théorème : Lorsque la surface de Mozzi est gauche^ 
raccéléralion du point du solide qui coïncide avec le point central 
de faxe de Mozzi est dans le plan principal. Elle se compose 
1* d'une accélération J^^ dirigée suivant Vaxe de Mozzi et égale à 
la dérivée de la vitesse de glissement par rapport au temps; 
2* d*une accélération J„ normale à la surface de Mozzi et ayant 
pour expression 

uw sm uw -*- 



D Si la Titesseu' est dirigée, comme dans la figure, en avant du plan principal; sinon 
on supposera l'angle ûû; négatif et la formule subsistera. 
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il faut, bien entendu, tenir compte des signes de Q et de sin mo. 

Si la surface de Mozzi était développable, le plan principal lOL 
se confondrait avec le plan tangent tout le long de Taxe 01, et la 
direction ON serait dans le plan tangent; de plus, la vitesse w 
aurait la direction de Taxe instantané, donc 

qWg — rtUy=»0, etc.; 

les valeurs de J., J,, J« se réduiraient à 

Nous ne nous occuperons pas davanuige de ce cas intéressant. 
51. Si Ton place Forigine des coordonnées au point 0, on a 

!;. = J. -*- iyZ — A.y -♦- qv', — rt?;, 
;. = J, -f-i,y — >^-*- pv^ — qv',, 

et en ayant égard à la composition de Taccélération J donnée 
plus haut et aux propriétés établies au numéro 5, on trouvera 
cette régie : L'accélération d'un point quelconque M d'un solide 
libre est la résultante 1® d'une accélération commune à tous les 
points f égale à ^ et parallèle à l'axe de Mozzi ; 2* d'une accélé- 
ration commune à tous les points, égale à 

uw sm «U7 H f 

a 

parallèle à la normale à la surface de Mozzi au point central 
de Vaxe instantané ; 3" d'une accélération centripète m*u dirigée 
vers l'axe de Mozzi ; 4* de la vitesse due à une rotation repré- 
sentée par l'accélération angulaire OL. 

32. Nous pouvons maintenant généraliser quelques-uns des 
théorèmes établis au § II. Prenons un point déterminé A dans 
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le solide libre; appelons respectivemenl V et J sa vitesse et son 
accélération à Tinstant considéré ; t;, j celles d*un point quel- 
conque M du solide; v\ j' la vitesse et Taccélération du point M 
dans le mouvement relatif autour du point A. Comme / est la 
résultante de J et de /', on a 

tf « j = Cl) * J -t- « ♦/, 

et la relation (10) nous donnant 

« ♦;' = — A ♦ t?', 
nous aurons 

Mais V est la résultante de V, v', donc 
donc enfin 

Le point A est un point déterminé du corps. Donc, à chaque 
instant, dans le mouvement quelconque d'un solide libre, la somme 
des produits géométriques de l'axe instantané par l'accélération 
d'un point quelconque et de l'accélération angulaire par la vitesse 
de ce même point, est constante quel que soit ce point. 

Prenons pour A le point du solide qui coïncide avec le point 
central ; V se confondra avec Q, J avec la résultante des accé- 
lérations i^ et Jk définies ci-dessus; nous aurons donc 

dKi 
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car Q est perpendiculaire à >„ et (o à Jj,. De là Péquation 

d.uQ 

^ dt 

A chaque instant, dans le mouvement d*un solide libre^ la 
somme des produits géométriques de l'axe instantané par Caccélé- 
ration d'un point quelconque du solide^ et de l'accélération angu- 
laire par la vitesse du même points est égale à la dérivée par rap^ 
port au temps du produit des vitesses de rotation et de glissement 
du solide. 

Multiplions les deux membres de Féquation par la masse du 
point, my et faisons la somme pour tous les points du solide. En 
conservant les notations du numéro G, nous trouverons 

d.oQ 
»«R -4- x«S==M — — » 
dt 

c'est-à-dire que 

A chaque instant du mouvement d'un solide libre, la somme 
des produits géométriques de l'axe instantané de rotation par la 
résultante des forces extérieures, et de l'accélération angulaire 
par la résultante des quantités de mouvement, est égale à la 
masse du corps multipliée par la dérivée, par rapport au temps, 
du produit des vitesses de rotation et de glissement du solide. 

33. Partant de Féquation évidente 

t;%jc=it?'*J -H v' *j', 

multipliant par m et faisant la somme pour tous les points, on 
aura 

2mv' ♦ j = iimv cos rT-4- imv' ♦;'. 

Représentons par S' et K' respectivement, la résultante et 
Taxe du couple résultant, relatifs au point P, des quantités de 
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mouvement de tous les points dues à la rotation du solide 
autour du point A. Nous aurons donc 

imv' cos vT == S' cos S7, 
et d'autre part, d'après un calcul fait au numéro 7, 

De là donc 

zmv' ♦; «= J ♦ S' -^ A * K' . 

Enfin, on a aussi, comme au numéro 7, 

G désignant toujours Taxe du couple résultant des forces exté- 
rieures relatif au point A. De là, enfin, 

(4<) «♦G = J*S'-4- A*K'. 

Transformons encore cette équation en désignant par v[ la 
vitesse, due à la rotation autour du point A, du centre de gravité 
du solide. On voit facilement que 

S'cosS7 = Mt?;cost5yf, 
donc 

De même K étant Taxe d'impulsion total, on a en plaçant 
Porigine des coordonnées au point A, 

K, = im iyv, — zvj,) = im (y V, — zW,) -f- 2m {yv', — zv'^) 
= M(y,V,-z.V,)+K;, 

et deux équations semblables pour K^, K«. Remarquons que si 

k désigne le moment, par rapport au point A, de la quantité de 

mouvement du centre de gravité en supposant que la masse y 

Xlll. 20 
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soit réunie et que sa vitesse se réduise à celle de la transla- 
tion y, on aurait 

A:. = M(t/,V,-z,V,), 

et de même pour A:,, k,; d'où Ton conclut, par les relations 
ci-dessus, que K est la résultante de k et de K', donc 

en sorte que Téqualion (41) prend la forme 

(42) . . . . «*G = Ji*K-f- J*Mv; — >♦*. 

Cette équation subsiste quel que soit le point A. 
1** Choisissons pour ce point A le centre de gravité du corps; 
v\ et k s'évanouissant, on a 

eo 4^ G = 1 * K, 

d*où cette belle propriété du centre de gravité : Dans un solide 
libre en mouvement, à chaque instant, le produit géométrique de 
l'axe instantané par F axe du couple résultant des forces extérieures 
relatif au centre de gravité du corps, est égal au produit géomé- 
trique de l'accélération angulaire par Vaxe d'impulsion relatif au 
même point. 

^ Prenons pour A le point central de Taxe de Mozzi. 
Nous aurons d'abord 

i*vl=^Js*v[, 

car v[ est normal à 01 et par suite à J^^ . Prenons, pour un in- 
stant, 01 pour Taxe des z et le plan principal lOL pour le plan XZ. 
Il viendra 

i?;, = — «y,, ^[^ — uxi, v;, «=o, 

d'où 

J * Mvi s= — Mtf>Ji,yi • 
D'auu*e part, à cause de 

V.-O, V,«0, V. = Q, 
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on aura 

d*où 

^♦A=.MQA,y„ 

et réquadon (42) deviendra 

w ♦ G = A * K — My, («J„ -♦- Qi„) , 

ou, à cause de la valeur de J^ , 

a}4eG<=3>«K — My, (2Q>> -4- «'tu sin aw) . 

Nous remarquons que si yi est nul, le dernier terme dispa- 
raît, et Ton retrouve Péquation w ♦ G = X * K, donc larelation(i^) 
subsiste lorsqu'on prend pour centre de réduction, au lieu du 
centre de gravité, le point central de l'axe de Mozzx, pourvu que 
le centre de gravité soit dans le plan principal. 

34. Soit p le rayon vecteur mené du point A à un point 
quelconque M du solide ; nous aurons 

p ♦j = p «J -4- p tj' = p ♦ J — V'*, 

d après une formule du numéro 8. Nous aurons donc 
2p ^ mj = Zp ♦ ml — 2mi?'' . 
Mais on voit immédiatement que 

2p ^ mJ = Jsmp cos pJ = MJ * pi , 

p, se rapportant au centre de gravité ; on a vu, d'autre part (8), 
que 

donc 



Digitized by 



Google 



48. — 308 — 

et l'équation ci-dessus devient 

(45) . . . . 2p 1^ m; •«- » 4^ K =3 pi 4C MJ + » .^ fc. 

Mais mj est ce qu*on nomme souvent la force conservée du 
point M. On dira donc que, dans le mouvement d'un corps libre, 
la somme des produits géométriques des rayons vecteurs menés 
d*un point donné A du corps aux différents points, par les forces 
conservées de ceux-ci, et du produit géométrique de l'axe instan- 
tané par l'axe d'impulsion relatif au point k,a la même valeur 
que si toute la masse était réunie au centre de gravité du corps et 
y était animée du même mouvement que le point A. 

Si Ton fait coïncider le point A avec le centre de gravité, 
p^ = 0, A = 0, l'équation (43) se réduit à 

2p * wj = — » ♦ K , 

d'où cet autre énoncé : La somme des produits géométriques des 
forces conservées de tous les points par leurs rayons vecteurs tirés 
du centre de gravité est égale et de signe contraire au produit 
géométrique de l'axe instantané par l'axe d'impulsion relatif au 
même point. 

§ VI. Étude géométrique des accélérations des points 
d'un solide libre. 

35. Nous simplifierons les équations (39) en prenant pour 
axe des z Taxe de Mozzi 01, dirigeant Taxe des x suivant la 
normale ON à la surface de Mozzi, et Taxe des y normalement 
au plan principal lOL. Nous aurons ainsi 

J^ = Jj, = uw sm aw H » 

dû 

J, = o, 

dQ 
1=1 = — . 
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49. 



(U) 






Pour qu*un point du solide ait une accélération nulle, il faut 
qu'il vérifie les équations 





«V + )„y = J 


N, 


5) 


A„x — »'y— >K« = 0, 




iiiy = — J»- 


Le déterminant 






«' i„ 






>«-"'—>« 


= »v« 




>„ 





ne pouvant être nul que si 0=0, ou si ^j, = 0, le point 
cherché existera toujours et sera unique, sauf dans ces cas par- 
ticuliers. 
Construisons d*abord, comme au numéro 14, la droite Op qui 

a pour équations (fig. 11) 
X 

w'x -4- i^y = 0, 

Aj^X — oi'l/ - >j,z = . 



La première équation (45) 
nous montre qu'un plan pa- 
rallèle au plan lOp, qui 
coupe Taxe OX à la distance 
OB = ^, contiendra le point 
cherché. La deuxième mon- 
tre que ce point est aussi 
dans le plan fjiOL mené par 




Fig. n. 



Taccélération angulaire et la droite Ofx. La droite AD, intersec- 
tion de ces deux plans, passe donc par le point d'accélération 

20. 
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nulle. Enfin, la troisième équation (45) fait voir que le plan 
parallèle au plan principal et situé à la distance — ^ ^^ celui-ci, 
renferme encore le point demandé. Observons d'ailleurs que la 
longueur OA a pour expression 

OB h 



cosaN oî^cosaN 

et nous aurons la construction suivante : Sur l'accélération 
angulaire OL, à partir du point central 0, on prend une lon- 
gueur OA égale à ^77^75; po^ le point A, on mène une paral- 
lèle AC à la droite Oii que nous avons définie dans la rotation 
autour d'un point fixe 0. Cette parallèle perce le plan mené 
parallèlement au plan principal^ à une distance de ce dernier 
égale à — — -^, en un point C qui est le point du solide dont 
l* accélération est nulle. 

36. Ce point C est le centre instantané des accélérations. En 
combinant les équations (44) et (45), on verra sans peine que si 
Torigine des coordonnées est au point C et si x, y, z désignent 
encore les coordonnées d'un point quelconque rapportées à trois 
axes parallèles aux précédents, on aura 

expressions identiques aux formules (16). Il en résulte que 
dans le mouvement d'un solide libre, à chaque instant, les accé- 
lérations des points sont les mêmes en grandeur et en direction 
que si le solide tourfiait autour du centre C des accélérations, 
supposé fixe, Vaxe instantané et l'accélération angulaire conser- 
vant les mêmes grandeurs et les mêmes directions que dans le 
mouvement considéré. 

Dès lors, toutes les propriétés obtenues au % III subsisteront, 
en remplaçant le point fixe par le centre des accélérations G. 
Ainsi, tous les points situés sur une droite passant par le point C 
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ont leurs accélérations parallèles et proportionnelles à leurs dis- 
tances du point G. Le lieu des points d'égale accélération est 
un ellipsoïde de centre C, dont les droites CI', CL', Cfx' respec- 
tivement parallèles à 01, OL, Ou. sont trois diamètres conjugués. 
Le lieu des points dont Taceélération est normale au plan 
principal est la droite CF; le lieu des points dont Taccélération 
est parallèle à Taxe 01 est la droite Cfx\ etc.. La construc- 
tion du numéro 19 pour laccélération d'un point quelconque se 
fera de la même manière, eic. Nous pouvons donc considérer le 
problème de la détermination des accélérations des points d'un 
corps libre ei de leur groupement géométrique comme entière- 
ment résolu. 

37. L*applic«tion des formules (46) à la construction du 
centre de courbure des trajectoires ne conduit plus, en général, 
à des résultats simples. Considérons d'abord le point du solide 
qui coïncide avec le point central 0. Son accélération se com- 
pose de deux autres, 

, dQ . . — Qh 
J^ = — - » Jj, =s «u? sm tfti? H . 

at io 

la première dirigée suivant 01, la seconde suivant ON. Mais la 
vitesse du point est Q et est dirigée suivant 01, J« est donc la 
composante tangentielle de Taccélération, J^ la composante 
normale, ce qui montre que le plan osculateur de la trajectoire 
coïncide avec le plan principal. Au point de vue purement géo- 
métrique, il suffit de connaître les rapports des vitesses w, u;, Q 
à Tune d'entre elles. Nous poserons donc 

w sin aw Q 

et nous aurons 

en posant, comme au numéro 25, 

— K 

tga,p = -. 



Digitized by 



Google 



52. — 312 — 

La droite f fJt -»- 9 tg «P] est facile à construire. Cela posé, 
Ro étant le rayon de courbure cherché, l'expression connue de 
Taecélération normale donne 






ou enfin 

(47) Ro = 



Ro «' (f* ■<- 9 Ig wp) 

9' 



En mettant cette équation sous la forme 

i ___ i i 

Ro ?! 9 col «p 



on construira facilement le centre de courbure de la trajectoire 
du point 0. En résumé : Le rayon de courbure de la trajectoire 
décrite par le point du corps qui tombe au point central est 
dirigé suivant la normale ON à la surface de lUozzi; et sa 
longueur est donnée par la formule (47). 

38. Soit P un autre point pris sur Taxe de Mozzî, à la 
distance p du point central. Sa vitesse sera toujours égale à %2, 
les équations (44) donneront 

La composante langentieile de Faccélération de P sera encore J^^, 
sa composante normale/^ sera la résultante de deux autres, 

J«==«Ma* -»- g tg»ô)^ =F *rP, 

la première, constante et parallèle à ON, la seconde propor- 
tionnelle à OP, normale au plan principal, et dirigée en arrière 
de ce plan pour les points P pris sur la partie positive 01 de 
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Taxe de Mozzi. Soil i|/ Tangle que fait/, avec ON; on trouvera 



lg^ = =F- 



^RP 



-zr-^=P 



plgwp 



«' (a -*- 7 tg «p) /4 -+- 9 ig «p 

ce qui fera connaître la direction du rayon de courbure de la 
trajectoire du point P. Quant à ce rayon R lui-même, on aura 



d*où 






Q* 

R = — cos «f» = Rj, ces <^ , 



donc on a la propriété suivante : Pour un point quelconque du 
corps pris sur l'axe de Mozzi, le rayon de courbure de la trajec- 
toire est normal à cet axe; il fait avec le plan principal un angle 
dont la tangente est proportionnelle à la distance de ce point au 
point cenlraly et sa longueur s'obtient en projetant, sur sa 
direction^ le rayon de courbure R^ de la trajectoire du point 
central lui-même. 

Dans le cas général (fig. i2), pour obtenir les composantes de 

Taccélération d'un point quel- 
conque M suivant la direction de 
la vitesse v' due à la rotation au- 
tour de 01, suivant le rayon MP=m 
abaissé sur cet axe, et parallèle- 
ment à 01, il suffira de joindre 
aux composantes de Taccélération 
due à la rotation autour du point 0, 
qui sont données par les équa- 
tions (31), les composantes respec- 
tives de Taccélération du point 0, 
savoir : 




Fig. tS. 



— Jh sin f , 



Jî|COSç>, J„. 
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= |/Q' + «V = 


al^ç' + u', 


C08 017 


Q 


9 




„»/ç'h-m' 


Kç' + u» 


COSV»' 


ou 


u 
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9 désignant toujours Tangle du plan lOM avec le plan principal. 
Donc 

!U = — in sin f H- x„ii — >„pc, cos fy 
jn = — Jh cos f -♦- «'ti -♦- >„p„ sin f , 

Mais il faut remarquer que la direction de la vitesse du 
point M n*est plus ici MV; la vitesse v résulte en effet de v' et 
de Q parallèle à 01. On a donc 



(49) . . 



de sorte que pour obtenir la composante tangentielle j^ de 
Taccéléraiion, il faut faire la somme des projections de/,, et 
Aej^ sur la direction MV, ce qui donnera 

U = jv' cos rP -♦- jj^ cos iw, 
d*où 

De même, la composante /v de faccélération suivant la direc- 
tion MU perpendiculaire à MP et à MV, aura pour expression 

h — • 

Vq* ^ tt« 

MP et MU étant dans le plan normal à la trajectoire, Taccélé- 
ration normale j^ du mobile sera la résultante de /. et de jy, d'où 
il suit : 
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i"^ que la direction du rayon de courbure R de la trajectoire fait 
avec MP un angle Kà donné par la formule 

3° que le rayon de courbure lui-même a pour expression 

n = 7" ^ / » 

ou enfin 



R = 



Il ne restera plus qu*à substituer dans les valeurs de tg Rû et 
de R les valeurs de /,., y^, j^ données par les formules (48). 

Mais cette substitution ne parait pas conduire à des résultats 
élégants au point de vue de la construction géométrique. 



PIN DE LA SECOND! PARTIE. 
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